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RESUMO
Esta dissertação apresenta uma análise da distribuição das direções de chegada de
raios cósmicos detectados pelo Observatório Pierre Auger, localizado na Argentina, entre pri-
meiro de janeiro de 2004 e 31 de agosto de 2016. Todos os eventos considerados possuem
energias maiores que 4 EeV e um ângulo zenital máximo de 80◦.
Trabalhos anteriores em larga escala angular indicaram a presença de uma aniso-
tropia dipolar na direção de chegada de raios cósmicos para energias maiores que 8 EeV. Este
trabalho apresenta um estudo de anisotropia dipolar dividindo o céu em cinco faixas de declina-
ção. Cada uma das faixas é analisada com o objetivo de determinar se uma das faixas é a única
responsável pela anisotropia.
Este trabalho está dividido em quatro capítulos. O primeiro capítulo apresenta uma
introdução sobre raios cósmicos e suas características principais, como o espectro diferencial de
energia, a composição química, chuveiros atmosféricos e uma breve discussão sobre a radiação
Cherenkov.
O segundo capítulo é uma introdução ao Observatório Pierre Auger, apresentando
informações sobre os dois tipos de detectores – o detector de superfície e o detector de fluores-
cência e como são realizadas as reconstruções da direção de chegada de um evento e da energia
associada a esse evento.
O terceiro capítulo apresenta uma discussão sobre o estudo de anisotropia dipo-
lar em larga escala angular utilizando a análise modificada de Rayleigh em duas coordenadas
angulares, permitindo dessa forma a reconstrução tridimensional do vetor do dipolo.
O quarto capítulo apresenta análises dividindo o céu em faixas de declinação e
apresenta três métodos diferentes para o estudo de uma anisotropia dipolar. O primeiro método
apresentado é a análise de Rayleigh em ascensão reta e a reconstrução da projeção equatorial do
dipolo. O segundo método consiste em uma reconstrução tridimensional a partir da intensidade
dos raios cósmicos e o terceiro método permite reconstruir a anisotropia dipolar expandindo a
distribuição das direções de chegada de raios cósmicos em esféricos harmônicos e estimando
os coeficientes dessa expansão.
ABSTRACT
This dissertation presents an analysis of the arrival directions of cosmic rays de-
tected by the Pierre Auger Observatory, located in Argentina, between 1 January 2004 and 31
August 2016. All events considered in the analyses have energy greater than 4 EeV and a
maximum zenith angle of 80◦.
Previous works in large angular scale indicated the presence of a dipolar anisotropy
in the arrival directions of cosmic rays for energies greater than 8 EeV. This work presents
a study of dipolar anisotropy slicing the sky into declination bands. Each one of the bands
is analyzed with the goal to determine if a single one of the bands is the responsible for the
anisotropy.
This work is divided into four chapters. The first chapter presents an introduction
about cosmic rays and its main characteristics, like the differential energy spectrum, the chemi-
cal composition, air-showers properties and a brief discussion about the Cherenkov radiation.
The second chapter is an introduction to the Pierre Auger Observatory and presents
information about the two types of detectors – the surface detector and the fluorescence detector
and how the arrival direction and energy reconstructions of an event are made.
The third chapter presents a discussion about the study of dipolar anisotropy in large
angular scale using the modified Rayleigh analysis in two angular coordinates, thus allowing
the tridimensional reconstruction of the dipolar anisotropy.
The fourth chapter presents an analysis slicing the sky into declination bands and
presents three different methods for the study of dipolar anisotropy. The first method is the
Rayleigh analysis in right ascension and the reconstruction of the equatorial projection of the
dipole. The second method includes a tridimensional reconstruction from the cosmic-ray in-
tensity and the third method consists of the reconstruction of the dipolar anisotropy expanding
the distribution of arrival directions of cosmic rays in spherical harmonics and estimating the
expansion coefficients.
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Capítulo 1
Introdução
O estudo da distribuição das direções de chegada de raios cósmicos ultraenergéticos
com energia acima de 1×1018 eV (≡ 1 EeV) é uma importante ferramenta para o entendimento
da sua origem e natureza. Uma anisotropia dipolar, em raios cósmicos, é caracterizada pela pre-
sença de uma componente monopolar e, sobreposta, uma componente dipolar, de maneira que
temos uma determinada direção do céu com um fluxo maior de raios cósmicos em comparação
com outra região do céu, conforme pode ser observada na Figura 1.1.
Figura 1.1: Mapa celeste, em coordenadas equatoriais, indicando a presença de uma anisotropia
dipolar na distribuição das direções de chegada de raios cósmicos com energia maior 8 EeV. A
região em vermelho indica um fluxo maior de raios cósmicos e a região em azul um fluxo menor.
A linha tracejada indica o plano galáctico e o asterisco indica o centro da galáxia. [1]
Foram observadas anisotropias na distribuição das direções de chegada de raios
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cósmicos acima de 8 EeV, conforme reportado por [1] e [2]. Ambos os trabalhos apresentaram
uma análise em larga escala angular, com eventos1 possuindo uma declinação variando entre
−90◦ e 45◦, o que corresponde a uma cobertura de 85% do céu. Os eventos utilizados nas
análises correspondem a um período de mais de doze anos de observação, entre janeiro de 2004
e agosto de 2016. As análises em larga escala angular apresentaram um padrão de anisotropia
dipolar e a proposta deste trabalho é apresentar análises em faixas de declinação, usando o
mesmo conjunto de dados que a publicação [1], para tentar identificar padrões de anisotropia
dipolar em cada uma dessas faixas.
O estudo de raios cósmicos para energias dessa ordem de grandeza abrange uma im-
portante característica: a transição entre a origem galáctica e extragaláctica dos raios cósmicos.
Devido à rotação da Terra e ao fato de que as análises se estendem por vários anos, temos uma
exposição praticamente uniforme em ascensão reta, o que permite a reconstrução da projeção
do vetor dipolo no plano equatorial.
Os trabalhos citados acima, em larga escala angular, apresentam uma reconstrução
tridimensional do vetor dipolo. São reconstruídas a amplitude e as coordenadas angulares,
ascensão reta e declinação, do dipolo. Ao dividir o céu em faixas de declinação, apesar de
perdermos informação sobre a componente do vetor dipolo ao longo do eixo de rotação da
Terra, é possível reconstruir a componente no plano equatorial. Neste trabalho vamos apresentar
a comparação entre três métodos diferentes para a reconstrução da componente equatorial.
1.1 Raios Cósmicos
Raios cósmicos são, em sua maioria, partículas carregadas que atingem a Terra vin-
das do espaço interestelar. As primeiras evidências da existência de raios cósmicos surgiram
por volta de 1900, após a descoberta de que o ar era ionizado a taxas relativamente altas. Expe-
riências foram realizadas em diferentes altitudes, na tentativa de entender se a fonte ionizante
encontrava-se na superfície terrestre ou era um agente externo à atmosfera da Terra.
Em 1912, o físico austríaco-norte-americano Victor Hess realizou voos em um balão
até uma altitude de aproximadamente 5 km e detectou que a ionização do ar aumentava com
a altitude, o que o levou a concluir que uma radiação penetrava a atmosfera e causava esse
aumento da ionização [3]. O físico alemão Werner Heinrich Gustav Kolhörster fez grandes
1Entende-se como evento um chuveiro atmosférico extenso detectado no Observatório.
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contribuições aos experimentos com voo de balão, atingindo uma altitude de aproximadamente
9 km [4]. A conclusão de ambos foi que a ionização aumentava com a altitude, como mostra a
Figura 1.2.
Figura 1.2: Comparação dos dados obtidos por Hess (à esquerda) e Kolhörster (à direita) [5].
Ambos observaram principalmente raios cósmicos de baixas energias, que são os
mais abundantes, mas também observaram os efeitos do desenvolvimento de chuveiros atmos-
féricos na ionização do ar, que serão discutidos na seção 1.1.3 com mais detalhes. Um chuveiro
atmosférico é uma cascata iniciada por um raio cósmico que penetra a atmosfera e interage com
as partículas que a constituem. Essa cascata produz um número cada vez maior de partículas até
atingir seu desenvolvimento máximo, que ocorre quando a energia por partícula cai a um nível
crítico, onde não ocorre mais produção de novas partículas. O número de partículas produzidas
depende da energia do raio cósmico que iniciou esta cascata. Para altitudes mais elevadas do
que aquelas dos voos realizados por Hess e Kolhörster, existe uma queda no número de partícu-
las detectadas, pois apenas as partículas primárias, que iniciam os chuveiros atmosféricos, são
detectadas.
1.1.1 Espectro de energia
O espectro diferencial de raios cósmicos abrange uma extensa faixa de energias,
cobrindo cerca de 12 décadas entre 109 ∼ 1021 eV, e segue aproximadamente uma lei de potên-
cia, conforme podemos observar na figura 1.3. Duas características importantes são o chamado
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joelho, que ocorre em ∼ 1015 eV e o chamado tornozelo, que ocorre em ∼ 1018 eV, energias
nas quais ocorre uma alteração no espectro de potência.
Figura 1.3: Espectro diferencial de energia de raios cósmicos [6].
Para energias menores que 109 eV (≡ 1 GeV), existe um corte na lei de potência
observada em energias mais altas. Esse fenômeno é conhecido como modulação solar e é devido
ao fato de que as partículas passam através dos ventos solares. O fluxo de partículas nessa região
depende da intensidade da atividade solar. Em períodos de grande atividade solar, o fluxo de
partículas é menor, pois as perturbações nos campos magnéticos atravessados são mais intensas
e dificultam a chegada de partículas na Terra [7].
1.1.2 Composição
A composição dos raios cósmicos fornece importantes pistas sobre a origem e os
processos de propagação destes até a Terra. Uma comparação da abundância de elementos
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presentes em raios cósmicos com a abundância de elementos do sistema solar é mostrada na
Figura 1.4. A figura apresenta a abundância química de raios cósmicos com energias da ordem
de 1011 eV, presentes no topo da atmosfera.
Figura 1.4: Abundância de elementos presentes em raios cósmicos comparada à abundância de
elementos no sistema solar. Dados normalizados para a abundância relativa do carbono [8].
A abundância de elementos dos raios cósmicos é semelhante à abundância de ele-
mentos presentes no sistema solar. As principais características da abundância de elementos em
raios cósmicos em relação à do sistema solar são:
• Elementos leves como lítio (Li), berílio (Be) e boro (B) são muito mais abundantes em
raios cósmicos do que no sistema solar. Esses elementos são produtos da espalação de
elementos mais pesados, como o carbono e o oxigênio.
• Existe também uma abundância maior de escândio (Sc), vanádio (V) e manganês (Mn)
em raios cósmicos. Esses são resultado da fragmentação do ferro (Fe).
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1.1.3 Chuveiros Atmosféricos
Como descrito anteriormente, chuveiros atmosféricos são cascatas inicializadas por
raios cósmicos que interagem com partículas presentes na atmosfera. Para energias acima de
1014 eV, os raios cósmicos que penetram a atmosfera criam chuveiros atmosféricos intensos o
suficiente para que estes atinjam a superfície, sendo então chamados de chuveiros atmosféricos
extensos. Pierre Auger e outros colaboradores, a partir de experimentos com vários detectores
separados de até algumas centenas de metros, estabeleceram a existência de chuveiros atmos-
féricos extensos [9], estendendo-se por grandes áreas. Para energias ∼ 10 EeV, um chuveiro
atmosférico extenso possui cerca de ∼ 1010 partículas com velocidades próximas à da luz, es-
palhadas em cerca de 20 km2.
Para raios cósmicos com energias mais baixas, menores que 1011 eV, o fluxo de
partículas é muito alto, da ordem de uma partícula por metro quadrado por segundo para raios
cósmicos com energia de 1011 eV (Figura 1.3), permitindo uma detecção direta das partículas
primárias no topo da atmosfera. Entretanto, o fluxo de raios cósmicos de altíssima energia,
ou seja, acima de 1017 eV, é muito baixo, por exemplo, para raios cósmicos com energia de
1018.5 eV, o fluxo é de cerca de uma partícula por quilômetro quadrado por ano e para raios
cósmicos com energia de 1020 eV, o fluxo é de aproximadamente uma partícula por quilômetro
quadrado por século, impossibilitando, desta forma, a utilização de técnicas de detecção direta
das partículas primárias. Dessa forma, os chuveiros atmosféricos extensos são atualmente a
única forma de detecção viável para raios cósmicos de altíssima energia.
Os chuveiros atmosféricos extensos possuem tanto uma componente eletromagné-
tica, quanto uma componente nucleônica.
Cascatas eletromagnéticas
Um modelo simples para o entendimento do desenvolvimento de uma cascata ele-
tromagnética é considerar que uma partícula com energia E0 interage com outra partícula após
percorrer uma distância λ na atmosfera. Cada uma das duas partículas resultantes carrega
metade da energia da partícula primária, ou seja, E0/2. Em uma profundidade de R= nλ , ocor-
reram n interações e o número total de partículas é 2n, cada uma com uma energia de E0/2n.
Portanto, o número máximo de partículas produzidas é:
nmax = log2
(
E0
Ec
)
, (1.1)
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e a profundidade onde este máximo ocorre é Rmax = λ log2(E0/Ec).
Esse modelo permite descrever o que acontece quando um fóton de alta energia
penetra a atmosfera. O fóton produz um par elétron-pósitron, cada um dos quais produz fó-
tons de alta energia, que, por sua vez, gerarão outros novos pares de elétron-pósitron e assim
sucessivamente, conforme Figura 1.5.
Figura 1.5: Modelo de um chuveiro eletromagnético iniciado por um fóton [7].
Cascatas nucleônicas e componentes muônicas
Quando raios cósmicos de alta energia penetram a atmosfera, eles inicializam cas-
catas nucleônicas semelhantes às cascatas eletromagnéticas, mas agora incluindo uma ampla
variedade de interações nucleônicas. As partículas que atingem a atmosfera são as chamadas
partículas primárias e as próximas gerações constituem as chamadas partículas secundárias.
Nas cascatas nucleônicas, a energia da partícula primária é compartilhada entre prótons, nêu-
trons, píons, káons e também entre partículas estranhas e antinúcleons. Algumas características
importantes desse tipo de cascata:
• Os núcleos/núcleons secundários e píons carregados com energia suficiente continuam se
multiplicando através das próximas gerações de interações nucleares até que a energia
por partícula caia abaixo da energia necessária para produção de píons, que é cerca de 1
GeV.
• Os píons neutros, pi0, possuem uma vida média curta, 8.52× 10−17 s [10], antes de de-
caírem em dois fótons, cada um destes inicializando uma cascata eletromagnética.
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• Os píons carregados, que possuem vida média de 2.6033× 10−8 s, também pode decair
em múons, que possuem vida média de 2.1969811×10−6 s [10], e neutrinos ou antineu-
trinos:
pi+ → µ++νµ
pi− → µ−+νµ .
(1.2)
Os múons de baixa energia decaem em pósitrons e elétrons:
µ+ → e++νe+νµ
µ− → e−+νe+νµ .
(1.3)
1.1.4 Radiação Cherenkov
A radiação Cherenkov, também conhecida como Efeito Cherenkov, ocorre quando
uma partícula se move em um meio com velocidade v maior do que a velocidade da luz no
meio, cn , sendo n o índice de refração do meio [11].
Existe um valor mínimo de energia necessária para que a radiação Cherenkov seja
emitida. Esse valor mínimo depende do índice de refração e é dado por:
Emin =
mc2√
1− 1n2
, (1.4)
onde m é a massa da partícula. No ar, cujo índice de refração é n = 1.0003, Emin ∼ 21 MeV
(1 MeV ≡ 106 eV) para elétrons; na água, onde n= 1.33, a energia mínima necessária é muito
menor, cerca de 1 MeV para elétrons [12].
A luz Cherenkov é emitida formando um cone em torno da trajetória da partícula,
cujo ângulo de abertura é dado por:
cosθ =
1
βn
, (1.5)
sendo β = v/c. A equação 1.5 é conhecida como relação de Cherenkov.
A distribuição do comprimento de onda da luz emitida na radiação Cherenkov é
proporcional a λ−2 e é distribuída na faixa da luz visível e da luz ultravioleta.
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Capítulo 2
Observatório Pierre Auger
O Observatório Pierre Auger é o maior observatório de raios cósmicos do mundo.
Está localizado na província de Mendoza, na Argentina, cobrindo uma área de mais de 3000
km2. É operado por uma colaboração entre 18 países com o objetivo de estudar a origem,
as características e as interações de raios cósmicos acima de 1017 eV [13]. A construção do
observatório iniciou-se em 2002 e foi concluída em 2008.
É um observatório híbrido, que utiliza dois tipos de detectores: o detector de su-
perfície e o detector de fluorescência. Essa característica híbrida permite a detecção de raios
cósmicos ultraenergéticos simultaneamente com o detector de superfície e o detector de fluores-
cência, permitindo a observação de chuveiros atmosféricos por ambas as técnicas, permitindo,
desta forma, importantes verificações, como, por exemplo, na calibração de energia.
2.1 Detector de Superfície
O detector de superfície possui dois arranjos, um no qual as estações de detecção
estão separadas de 1.5 km e outro menor, onde as estações de detecção estão separadas de 750
m umas das outras. A disposição desses arranjos pode ser observada na Figura 2.1. A altitude
média do observatório é de 1400 m acima do nível do mar, variando entre 1340 m e 1610 m nos
seus pontos mais baixo e mais alto. Está localizado entre as latitudes de 35◦ e 35.3◦ S e entre
as longitudes 69◦ e 69.4◦ W. O detector de superfície funciona 24 horas por dia. As estações de
detecção são sensíveis tanto à componente eletromagnética quando à componente muônica do
chuveiro atmosférico.
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Figura 2.1: Observatório Pierre Auger. Cada ponto preto representa uma das estações do de-
tector de superfície. Estão representadas as localizações dos telescópios de fluorescência e seus
respectivos campos de visão [14].
O detector de superfície é formado por 1660 estações de detecção, dispostas em
arranjos triangulares. Cada estação do detector de superfície é composta por um tanque de
3.6 m de diâmetro com uma superfície interna refletiva, preenchido com 12000 litros de água
ultrapura e instrumentado com três fotomultiplicadoras. As fotomultiplicadoras captam a luz
Cherenkov produzida pela passagem de partículas relativísticas através da água. Um sistema de
energia solar fornece uma média de 10 W para as fotomultiplicadoras e para o pacote eletrônico
que consiste de um processador, um receptor GPS, um rádio transmissor e um controlador de
potência. Uma estação de detecção é mostrada na Figura 2.2.
Figura 2.2: Uma das estações de detecção do detector de superfície [13].
Nas análises apresentadas neste trabalho são utilizados apenas dados obtidos com
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o detector de superfície. A energia dos eventos é calibrada usando eventos que são detectados
tanto pelo detector de superfície quanto pelo detector de fluorescência [15].
2.1.1 Célula
Para determinar a área efetiva do observatório como função do tempo, é introduzido
o conceito de célula [16]. Dado um arranjo hexagonal com seis estações e uma estação central,
todas ativas, a área da célula é definida como a área do hexágono azul na figura 2.3. Quando as
estações periféricas são utilizadas como estações centrais, as áreas das células não se sobrepõem
e a área total do arranjo é completamente preenchida, conforme figura 2.4. Para o arranjo no
qual as estações de detecção estão espaçadas de 750 m, a área de cada célula é de 0.49 km2 e
para o arranjo no qual as estações estão espaçadas de 1500 m, a área de cada célula é 1.95 km2.
Figura 2.3: Os pontos vermelhos representam estações de detecção do detector de superfície e
a área azul representa a área de uma célula.
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Figura 2.4: Justaposição de células adjacentes. Cada ponto vermelho representa uma estação
de detecção ativa e os hexágonos azuis representam células.
2.2 Detector de Fluorescência
Formado por 27 telescópios de fluorescência distribuídos em quatro localizações:
Los Leones, Los Morados, Loma Amarilla e Coihueco [15], que são mostradas na Figura 2.1.
Cada uma das localizações possui seis telescópios, sendo que cada um deles possui um campo
de visão de 30◦×30◦ em azimute e em elevação. A elevação é o ângulo medido a partir do chão
e é o ângulo complementar do ângulo zenital. Quando combinados, possuem uma visão de 180◦
em azimute. Um dos prédios que abrigam os telescópios é mostrado na Figura 2.5. Outros três
telescópios de fluorescência estão instalados em Cerro Coihueco e fazem parte do projeto HEAT
(High Elevation Auger Telescopes). Eles podem ser inclinados até 60◦ e permitem a detecção
de raios cósmicos com energias mais baixas, da ordem de 1017 eV [17].
O detector de fluorescência é utilizado para acompanhar o desenvolvimento longi-
tudinal do chuveiro na atmosfera. A luz de fluorescência é emitida isotropicamente na faixa
ultravioleta do espectro e é produzida predominantemente pela componente eletromagnética
do chuveiro, quando, após as moléculas de nitrogênio do ar serem excitadas pelas partículas
carregadas do chuveiro, elas se desexcitam e emitem a luz de fluorescência.
O tempo de operação do detector de fluorescência é limitado. Os períodos de ob-
servação são restritos a noites escuras com bom tempo, permitindo atualmente um ciclo de
trabalho de aproximadamente 15%. A utilização do detector de fluorescência apresenta duas
vantagens principais: a determinação da energia do raios cósmico primário e da profundidade
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Figura 2.5: Prédio Los Leones [13].
em que o chuveiro atinge seu desenvolvimento máximo, ou seja, quando o chuveiro possui o
maior número de partículas.
2.3 Convenções de ângulos utilizadas no Observatório Pierre
Auger
Os ângulos locais utilizados são o ângulo zenital θ e o ângulo azimutal φ . O eixo
z é normal ao observatório, apontando para o zênite, enquanto o eixo x é definido na direção
tangente ao paralelo que passa pelo observatório, apontando para o leste, e o eixo y pela direção
tangente ao meridiano que passa pelo observatório, apontando para o norte. Como se trata de
um sistema de coordenadas locais, situado em cima do observatório, ele está rotacionando junto
com a Terra, de maneira que é importante determinar o momento da observação, para fixar uma
direção única no céu. Um esquema do sistema de coordenadas locais pode ser visualizado na
Figura 2.6.
O ângulo zenital θ é medido a partir do eixo z. Nas análises apresentadas neste
trabalho, o ângulo zenital dos chuveiros estudados assume valores entre 0◦ e 80◦. O ângulo
azimutal é medido a partir do eixo x e pode assumir valores entre −180◦ e 180◦.
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Figura 2.6: Sistema de coordenadas locais utilizadas no Observatório Pierre Auger.
2.4 Sistema equatorial celeste
Outro sistema de coordenadas utilizado neste trabalho é o sistema equatorial celeste.
Suas duas coordenadas são a ascensão reta, α , e a declinação, δ [18].
A ascensão reta é o arco medido sobre o equador celeste, com início no Ponto
Vernal1 e término no meridiano do ponto E considerado. Varia entre 0◦ e 360◦.
A declinação é o arco medido sobre o meridiano do ponto E considerado, com
origem no equador celeste e término no ponto E. A declinação varia de −90◦ a 90◦.
Um esquema das coordenadas celestes pode ser observado na Figura 2.7.
2.5 Reconstrução da direção de chegada de um evento
A reconstrução da direção de chegada de eventos é feita a partir do ajuste dos tempos
de chegada de uma frente de um chuveiro atmosférico nas estações de detecção do detector de
superfície [13]. A i-ésima estação de detecção é disparada por uma frente partículas de um
chuveiro atmosférico no instante ti, conforme ilustrado na Figura 2.8. A evolução da frente do
chuveiro pode ser aproximada por uma esfera inflando na velocidade da luz:
1O Ponto Vernal é também chamado Ponto Áries ou Ponto γ . É o ponto sobre o equador celeste que o Sol
ocupa quando passa do hemisfério sul celeste para o hemisfério norte celeste.
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Figura 2.7: Sistema equatorial celeste. Na figura estão representadas as duas coordenadas an-
gulares deste sistema, a ascensão reta α e a declinação δ [19].
c(ti− t0) = |~xsh−~xi|, (2.1)
onde ~xi é a posição da i-ésima estação, ~xsh e t0 são a posição de origem e o tempo de início
virtuais do chuveiros. A partir do ajuste dos parâmetros da equação 2.1, é possível determinar
a posição de origem do chuveiro, ~xsh.
Figura 2.8: Chegada da frente de partículas de um chuveiro nas estações do detector de super-
fície. A i-ésima estação de detecção está situada na posição~xi do arranjo e é disparada quando
a frente do chuveiro a atinge no instante ti [13].
Já o ponto de impacto de um chuveiro, ~xgr, é obtido a partir do ajuste dos sinais
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nas estações do detector de superfície. Os sinais são medidos em unidades de VEM (Verti-
cal Equivalent Muon) que corresponde ao sinal de um múon atravessando o tanque em uma
trajetória vertical pelo seu centro [20]. A distribuição lateral dos sinais é mostrada na Figura
2.9. A função empregada para descrever a distribuição lateral dos sinais no chão é uma função
Nishimura-Kamata-Greisen modificada: [21, 22]:
S(r) = S(ropt)
(
r
ropt
)β ( r+ r1
ropt+ r1
)β+γ
, (2.2)
onde ropt é a distância ótima, r1 = 700 m e S(ropt) é uma estimativa do sinal do chuveiro
a uma distância igual a ropt . Para um arranjo cujas estações estão espaçadas de 1.5 km, a
distância ótima é ropt = 1000 m [23] e o sinal do chuveiro é então S(1000) (Figura 2.9). O
parâmetro β depende do ângulo zenital e do tamanho do chuveiro. Para eventos com apenas
três estações com sinal, a reconstrução dos chuveiros atmosféricos pode ser obtida fixando
os dois parâmetros, β e γ , para a parametrização obtida usando eventos com um número de
estações com sinal maior que quatro.
Figura 2.9: Sinal como função da distância a partir do centro do chuveiro [13].
A direção de chegada do chuveiro, aˆ, é então obtida a partir da origem virtual do
chuveiro,~xsh, que, por sua vez, é obtida pela reconstrução geométrica e o ponto de impacto do
chuveiro no chão,~xgr, que é obtido a partir da reconstrução da função distribuição lateral, como
mostrado na Figura 2.10:
aˆ=
~xsh−~xgr
|~xsh−~xgr| . (2.3)
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A resolução angular para o detector de superfície é determinada a partir das incerte-
zas no ângulo azimutal e zenital obtidas a partir da reconstrução geométrica [24]. A resolução
angular é de cerca de 1.5◦ para eventos com energia entre 3 e 10 EeV e menor do que 1◦ para
eventos com energias mais altas que 10 EeV.
Figura 2.10: Esquema da reconstrução da direção aˆ de chegada de um chuveiro. O vetor ~xsh
representa o ponto de origem virtual do chuveiro e o vetor ~xgr, o ponto de impacto do eixo do
chuveiro no chão.
2.6 Reconstrução da Energia
São feitos dois tipos de reconstrução de energia – uma reconstrução para eventos
verticais, com ângulo zenital, θ , até 60◦ e uma reconstrução para eventos inclinados, com ân-
gulo zenital entre 60◦ e 80◦.
Para os eventos verticais, a reconstrução de energia é baseada na estimativa da dis-
tribuição lateral das partículas secundárias de um chuveiro atmosférico atingindo o chão a uma
distância ótima do centro do chuveiro. Para o arranjo no qual as estações de detecção estão se-
paradas de 1500 m umas das outras, a distância ótima é de 1000 m. O sinal a 1000 m, S(1000),
diminui com o aumento do ângulo zenital devido à atenuação do chuveiro e aos efeitos geomé-
tricos. Quanto maior o ângulo zenital, maior é a distância que o chuveiro percorre na atmosfera
e menor é a quantidade de partículas detectadas no detector de superfície. Para corrigir esse
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efeito, é aplicado o método CIC (Constant Intensity Cut) [25], em que cada sinal S(1000) é
convertido em um sinal de referência equivalente, independente do ângulo zenital. Para o ar-
ranjo de 1500 m, o ângulo para referência é θ = 38◦, que é a mediana dos ângulos zenitais dos
eventos, e o sinal de referência é S38, que é obtido através da curva de atenuação fCIC(θ), dado
por S38 = S(1000)/ fCIC(θ) [26].
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A curva de atenuação é ajustada com um polinômio de terceiro grau em x= cos2θ−
cos2θ , ou seja, fCIC(θ) = 1+ax+bx2+cx3. Um exemplo desse ajuste pode ser visualizado na
Figura 2.11.
Figura 2.11: Curva de atenuação descrita como um polinômio de terceiro grau em x= cos2θ −
cos2θ , com θ = 38◦ (secθ ≈ 1.27). Nesse exemplo, os coeficientes polinomiais são deduzidos
a partir de S(1000) equivalente a S38 ≈ 50 VEM, que corresponde a uma energia de cerca de
10.5 EeV [13].
O último passo é estimar a energia do raio cósmico primário através da relação E =
ASB38, onde os coeficientes A e B são estimados a partir de uma calibração com eventos híbridos,
isto é, detectados tanto pelo detector de superfície, quanto pelo detector de fluorescência. Na
Figura 2.12 é mostrada a correlação entre o estimador de energia S38, em VEM, e a energia
obtida com o detector de fluorescência, em EeV. Adicionalmente, é mostrada a correlação entre
o estimador de energia S35, também em VEM, e a energia obtida com o detector de fluorescência
para o arranjo de superfície com detectores espaçados de 750 m, e a correlação entre o fator de
escala N19, que é adimensional, e a energia obtida com o detector de fluorescência para eventos
inclinados.
Chuveiros inclinados são caracterizados por uma dominância de múons no chão,
pois a componente eletromagnética é altamente absorvida na atmosfera enquanto o chuveiro a
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Figura 2.12: Correlação entre os estimadores de energia S38 e S35 e o fator de escala N19, e a
energia do detector de fluorescência em EeV. Os estimadores S38 e S35 são dados em VEM e
N19 é adimensional [27].
atravessa [28]. As intensidades dos sinais são usadas para quantificar o tamanho do chuveiro e o
ponto de impacto do eixo do chuveiro no chão [29]. O método é baseado na observação de que
a forma da distribuição de múons é aproximadamente universal e que, no geral, a normalização
da distribuição de múons depende apenas da energia do chuveiro e da massa primária [30].
Portanto, a função que descreve a distribuição de múons no chão é dada por:
ρµ(~r) = N19ρ19µ (~r;θ ,φ), (2.4)
onde N19 é a medida do tamanho do chuveiro e é a normalização relativa de um evento em
particular com respeito a uma distribuição de múons ρ19µ (~r;θ ,φ), sendo que~r = (x−xc,y−yc)
é a coordenada relativa à posição de impacto do chuveiro no solo, (xc,yc), (θ ,φ ) representam a
direção angular de chegada do evento, ρ19µ é escolhida como a densidade média de múons para
prótons primários com energia de 1019 eV.
Uma vez que a direção de chegada é estabelecida, o número de múons esperados
em cada uma das estações de detecção, nµ , pode ser obtido multiplicando a correspondente
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densidade de múons, ρµ , pela área do detector, A⊥, projetada na perpendicular ao eixo do
chuveiro [30]:
nµ = ρµ(~r)A⊥(θ) = N19ρ19µ (~r;θ ,φ)A⊥(θ). (2.5)
O ponto de impacto do chuveiro e o tamanho N19 são obtidos a partir de um ajuste
do número de múons esperados, nµ , e o sinal medido nas estações do detector de superfície. N19
é então usado para inferir a energia primária dos eventos inclinados através da relação E =ANB19,
onde os coeficientes A e B são novamente calibrados com eventos híbridos, a partir da energia
da partícula primária detectada pelo detector de fluorescência.
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Capítulo 3
Análise Modificada de Rayleigh
Para energias≥ 8 EeV, foram detectados padrões de anisotropia dipolar na distribui-
ção das direções de chegada de raios cósmicos [1, 2]. Para um fluxo dipolar de raios cósmicos,
a amplitude da primeira harmônica é diretamente proporcional à projeção da componente do
dipolo no plano equatorial, enquanto as modulações do ângulo azimutal fornecem informações
sobre a projeção do dipolo ao longo do eixo de rotação da Terra.
Uma vez que raios cósmicos são partículas carregadas, eles sofrem deflexões cau-
sadas por campos magnéticos galácticos e extragalácticos. Essas deflexões se tornam menores
conforme os raios cósmicos são mais energéticos. Dessa forma, para energias menores que 1
EeV, é esperado que os efeitos dos campos magnéticos galácticos provoquem uma distribuição
de direções de chegada isotrópica. Sendo assim, padrões de anisotropia em larga escala angular
são esperados para energias mais altas.
3.1 Análise de Rayleigh
A análise de Rayleigh é uma das técnicas mais utilizadas no estudo de anisotropias
na direção de chegada de raios cósmicos. Consiste em uma expansão em série de Fourier de
uma coordenada angular ϕ , a partir de um conjunto com N eventos:
dN
dϕ
= N
[
1+∑
k
ak cos(kϕ)+∑
k
bk sin(kϕ)
]
, (3.1)
cujos coeficientes são dados por [31]:
ak =
2
N
N
∑
i=1
cos(kϕi) (3.2)
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e
bk =
2
N
N
∑
i=1
sin(kϕi). (3.3)
A amplitude é dada por:
rk =
√
(ak)2+(bk)2 (3.4)
e fase da distribuição por:
ϕk =
1
k
arctan
(
bk
ak
)
. (3.5)
Para um número grande de eventos, as amplitudes ak e bk seguem uma distribuição
gaussiana com uma incerteza estatística associada igual a σa = σb =
√
2/N. A probabilidade
de que uma amplitude maior ou igual a rk resulte de uma distribuição isotrópica de direções de
chegada é dada pela fórmula de Rayleigh [32]:
P(≥ rk) = e−κ0, onde κ0 = N(rk)
2
4
. (3.6)
Uma dedução da relação 3.6 está apresentada no Apêndice C.
Para a reconstrução completa de um dipolo (amplitude e direção angular) presente
na distribuição das direções de chegada de raios cósmicos, são realizadas análises de Rayleigh
em duas coordenadas angulares, sendo elas a ascensão reta, α , e o ângulo azimutal, φ . Não é
possível realizar uma análise em declinação, δ , porque a distribuição angular dessa coordenada
não é uniforme, como é mostrada nas Figuras 3.1 e 3.2. Por outro lado, as distribuições em
ascensão reta e ângulo azimutal são aproximadamente uniformes, conforme mostrado nas Fi-
guras 3.3 e 3.4. As Figuras 3.1 e 3.3 são para um conjunto de dados com 81701 eventos, com
energias entre 4 e 8 EeV, enquanto as Figuras 3.2 e 3.4 são para um conjunto de dados com
32187 eventos com energia acima de 8 EeV.
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Figura 3.1: Distribuição da coordenada angular declinação, δ para energias entre 4 e 8 EeV.
Figura 3.2: Distribuição da coordenada angular declinação, δ , para energias acima de 8 EeV.
A análise de Rayleigh em ascensão reta é diretamente proporcional à componente
equatorial do dipolo [33]. Realizando uma análise de Rayleigh na coordenada angular azimutal
é possível obter a componente do dipolo perpendicular ao plano equatorial.
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Figura 3.3: Distribuição das coordenadas angulares ascensão reta e azimute para eventos com
energias entre 4 e 8 EeV.
Figura 3.4: Distribuição das coordenadas angulares ascensão reta e azimute para eventos com
energias acima de 8 EeV.
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3.2 Análise Modificada de Rayleigh
A análise compreende um período de observação de mais de uma década, em parte
do qual o observatório estava em construção e o arranjo de detectores de superfície ainda não
estava completo. Além disso, existem períodos em que nem todas as estações de detecção estão
ativas. Essas variações temporais no número de células ativas são levadas em consideração nas
análises, pois influem no número de eventos detectados.
O número de células ativas em função do tempo, ncell(t), é monitorado minuto a
minuto no observatório. O instante da observação é registrado em UTC (Tempo Universal
Coordenado, sigla em inglês), que é o número de segundos decorridos após 01/01/1970 até o
segundo em que ocorreu o evento. O tempo UTC é então convertido em tempo sideral, α0, que
varia entre 0◦ e 360◦. Para efeitos de cálculo, o tempo sideral é expresso como a ascensão reta
do zênite do ponto central do arranjo de detectores de superfície no instante correspondente.
O número total de células em função do tempo sideral é dado por:
Ncell(α0) =∑
j
ncell(α0+ jTsid), (3.7)
onde Tsid é a duração do dia sideral. O dia sideral é o intervalo de tempo entre duas passagens
consecutivas do ponto vernal pelo meridiano local. A duração de um dia sideral é de aproxi-
madamente 23 h 56 min e 4s. A variação do número de células, em função do tempo sideral, é
dada por:
∆Ncell(α0) =
Ncell(α0)
〈Ncell〉 , (3.8)
onde
〈Ncell〉= T−1sid
∫ Tsid
0
dα0Ncell(α0).
A pequena modulação em ascensão reta do fluxo induzida por essas variações é
levada em consideração nas análises ponderando cada evento por um fator wi ≈ [∆Ncell(α i0)]−1.
Dessa maneira, caso uma dada direção αk0 apresente mais eventos, devido ao fato de que houve
um tempo de observação maior nesta direção, isso é levado em consideração na análise, pois os
eventos na direção αk0 recebem um peso menor.
A abertura geométrica de um arranjo horizontal é dada por Ncell(α0)acell(θ), onde
acell(θ) é a área efetiva da célula para um chuveiro incidente a um ângulo zenital, θ , dada por
acell(θ) = 1.95cosθ km2 [16].
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Contudo, o observatório possui uma pequena inclinação vertical de 0.2◦ na direção
azimutal −30◦, φtilt =−30◦, portanto a correção da área efetiva de cada célula é dada por:
acell(θ ,φ) = 1.95[1+0.003tanθ cos(φ −φtilt)]cosθ km2. (3.9)
Levando em consideração essa correção, define-se os pesos, wi, como
wi = [∆Ncell(α i0)(1+0.003tanθi cos(φi−φtilt))]−1. (3.10)
Para a expansão em ascensão reta, os coeficientes da análise modificada de Rayleigh
são:
aαk =
2
N
N
∑
i
wi cos(kαi) (3.11)
e
bαk =
2
N
N
∑
i
wi sin(kαi), (3.12)
onde o fator de normalização é dado por
N =
N
∑
i=1
wi.
A amplitude e a fase são dadas por:
rαk =
√
(aαk )
2+(bαk )
2 e ϕαk =
1
k
arctan
(
bαk
aαk
)
. (3.13)
As k-ésimas amplitudes harmônicas da análise de Rayleigh com respeito à coorde-
nada azimutal são dadas por:
aφk =
2
N
N
∑
i=1
wi cos(kφi) e b
φ
k =
2
N
N
∑
i=1
wi sin(kφi), (3.14)
onde, novamente,N = ∑iwi.
As amplitudes das primeiras harmônicas da análise de Rayleigh, com k = 1, são
suficientes para a reconstrução do dipolo na distribuição das direções de chegada dos raios
cósmicos. As amplitudes associadas a k = 2 são relacionadas as componentes quadupolares,
que assumimos não serem significativas (o trabalho publicado em [2] mostra que não há indícios
de componentes para k > 1).
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3.3 Resultados anteriores
As análises apresentadas neste capítulo foram realizadas de maneira independente
e são consistentes com os resultados publicados em [1].
O número de eventos observados depende da exposição do observatório. A Figura
3.5 mostra a exposição direcional como função da declinação, conforme publicada em [34].
O conjunto de dados utilizados são eventos com ângulo zenital θ < 80◦ e declinação
variando entre −90◦ e 45◦, detectados entre 01 de janeiro de 2004 e 31 de agosto de 2016, com
uma exposição total de 76800 km2 sr ano. Os eventos possuem energias acima de 4 EeV e
foram divididos em duas faixas de energia: entre 4 e 8 EeV e acima de 8 EeV. Mais detalhes
sobre o cálculo da exposição podem ser consultados no Apêndice A.
Figura 3.5: Exposição direcional. A linha azul representa eventos verticais, ou seja, com ângulo
zenital θ entre 0◦ e 60◦, a linha vermelha representa eventos inclinados, ou seja, com ângulo
zenital entre 60◦ e 80◦ e a linha preta representa eventos com ângulo zenital entre 0◦ e 80◦.
A variação relativa do número de células em função do tempo sideral, ∆Ncell(α0),
definido pela equação 3.8, apresenta pequenas flutuações e pode ser observada na figura 3.6.
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Figura 3.6: Variação relativa do número de células ativas em função do tempo sideral.
Para a reconstrução de energia são usados dois métodos, um para os chuveiros ho-
rizontais, com ângulo zenital até 60◦, e outro para os chuveiros inclinados, com ângulo zenital
entre 60◦ e 80◦ [30]. Para eventos com θ < 60◦, os sinais são corrigidos para efeitos atmosféri-
cos e também efeitos geomagnéticos [35]. Os eventos inclinados são formados principalmente
por múons e os efeitos atmosféricos são desprezíveis, enquanto os efeitos geomagnéticos são
levados em conta na própria reconstrução de energia.
Realizando a análise de Rayleigh em ascensão reta, α , fazendo k = 1 nas relações
3.11, 3.12 e 3.13, são obtidos os resultados da Tabela 3.1. Os coeficientes aα1 e b
α
1 estão apre-
sentados com suas respectivas incertezas estatísticas, dadas por σ =
√
2/N . As incertezas na
amplitude rα1 e na fase ϕ
α
1 são obtidas a partir da propagação de erros dos coeficientes harmô-
nicos.
Para a faixa entre 4-8 EeV, todos os coeficientes são consistentes com zero dentro
das suas incertezas estatísticas. Já para a faixa com E > 8 EeV, temos rα1 = 0.047
+0.008
−0.007 e a
probabilidade P(≥ rαk ) = 2.7×10−8. O Apêndice D apresenta uma discussão sobre a incerteza
na amplitude da análise de Rayleigh.
Tabela 3.1: Resultados para a análise de Rayleigh em ascensão reta.
E [EeV] N aα1 b
α
1 r
α
1 ϕ
α
1 [
◦] P(≥ rα1 )
4-8 81701 0.002±0.005 0.005±0.005 0.005+0.006−0.002 70±60 0.55
> 8 32187 -0.007±0.008 0.046±0.008 0.047+0.008−0.007 100±10 2.7×10−8
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Na figura 3.7, temos a taxa normalizada dos 32187 eventos observados com energias
maiores que 8 EeV em função da ascensão reta. A linha sólida representa a primeira harmônica.
Vemos que a distribuição é consistente com uma modulação dipolar.
Figura 3.7: Taxa normalizada dos eventos em função da ascensão reta. A linha sólida representa
a primeira modulação harmônica.
Realizando a análise de Rayleigh na coordenada azimutal, fazendo k = 1 nas re-
lações 3.14, são obtidos os resultados da Tabela 3.2. O coeficiente que é utilizado na recons-
trução da componente dipolar ao longo do eixo de rotação da Terra é o bφ1 = −0.014, com
P(≥ |bφ1 |) = 0.076, para energias > 8 EeV . Uma dedução dos cálculos das probabilidades
P(≥ |aφk |) e P(≥ |bφk |) é apresentada no Apêndice C.
Tabela 3.2: Resultado para a análise de Rayleigh no ângulo azimutal.
E [EeV] N aφ1 b
φ
1 P(≥ |aφ1 |) P(≥ |bφ1 |)
4-8 81701 -0.010±0.005 -0.013±0.005 0.040 0.008
> 8 32187 -0.007±0.008 -0.014±0.008 0.358 0.076
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3.4 Reconstrução do dipolo
Um fluxo dipolar pode ser parametrizado como função da direção de chegada n,
conforme a equação 3.15:
Φ(n) =
Φ0
4pi
(1+d ·n). (3.15)
onde d é um dipolo com amplitude d e direção angular (αd,δd) e n é um vetor unitário.
A distribuição das direções de chegada observada é uma convolução do fluxo,Φ(n),
com a exposição do detector, ω(n), e é dada por:
dN(n)
dΩ
=Φ(n)ω(n), (3.16)
onde dΩ é o elemento de ângulo sólido. A direção de chegada n pode ser escrita tanto em
função dos ângulos locais (θ ,φ ,α0), quanto em coordenadas celestes (α,δ ).
3.4.1 Componentes do vetor dipolo
O vetor dipolo possui amplitude d e direção angular (αd,δd), conforme mostrado
na Figura 3.8.
Figura 3.8: Componentes dipolares equatorial e ao longo do eixo de rotação da Terra.
A projeção no plano equatorial é dada por:
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d⊥ = d cosδd. (3.17)
A projeção ao longo do eixo de rotação da Terra é dada por:
dz = d sinδd. (3.18)
3.4.2 Componente equatorial
Escrevendo a direção de chegada, n, como função das coordenadas celestes, ascen-
são reta e declinação, (α,δ ), a amplitude da primeira harmônica aα1 fica [36]:
aα1 =
2
N
∫ δmax
δmin
dδ
∫ 2pi
0
dα cosδω(δ )cosαΦ(α,δ )
=
Φ0
2N
d⊥ cosαd
∫ δmax
δmin
dδω(δ )cos2 δ ,
(3.19)
onde d⊥ é a componente equatorial do dipolo e é dada por d⊥ = d cosδd . O coeficiente bα1 é
dado por:
bα1 =
2
N
∫ δmax
δmin
dδ
∫ 2pi
0
dα cosδω(δ )sinαΦ(α,δ )
=
Φ0
2N
d⊥ sinαd
∫ δmax
δmin
dδω(δ )cos2 δ
(3.20)
e o fator de normalização,
N =
∫ δmax
δmin
dδ
∫ 2pi
0
dα cosδω(δ )Φ(α,δ )
=
Φ0
2
[∫ δmax
δmin
dδω(δ )cosδ +dz
∫ δmax
δmin
dδω(δ )cosδ sinδ
]
,
(3.21)
onde dz é a componente ao longo do eixo de rotação da Terra e é dada por dz = d sinδd .
Detalhes da dedução das expressões acima são apresentados no apêndice B.
Utilizando a amplitude, dada por (rα1 )
2 = (aα1 )
2+(bα1 )
2, obtém-se:
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rα1 =
∣∣∣∣ Ad⊥1+dzB
∣∣∣∣ , (3.22)
onde
A=
∫ δmax
δmin
dδω(δ )cos2 δ∫ δmax
δmin
dδω(δ )cosδ
e B=
∫ δmax
δmin
dδω(δ )cosδ sinδ∫ δmax
δmin
dδω(δ )cosδ
. (3.23)
As integrais acima podem ser aproximadas por A ≈ 〈cosδ 〉 e B ≈ 〈sinδ 〉, onde
〈cosδ 〉 é o valor médio para o cosseno da declinação dos eventos e, de forma análoga, 〈sinδ 〉
é o valor médio para o seno da declinação dos eventos. Tanto para o conjunto de eventos com
energias entre 4 e 8 EeV, quanto para o conjunto de eventos com energias acima de 8 EeV, os
valores médios são os mesmos, sendo 〈sinδ 〉 = −0.40 e 〈cosδ 〉 = 0.78. As distribuições do
seno da declinação dos eventos são apresentadas nas Figuras 3.9 e 3.10 e as distribuições do
cosseno da declinação dos eventos são apresentadas nas Figuras 3.11 e 3.12.
Como |dz| é esperado ser  1 e 〈sinδ 〉 = −0.40, outra aproximação válida é que
dz 〈sinδ 〉  1. Portanto:
d⊥ =
rα1
| 〈cosδ 〉 | . (3.24)
Figura 3.9: Distribuição do seno da declinação dos eventos com energias entre 4 e 8 EeV.
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Figura 3.10: Distribuição do seno da declinação dos eventos com energias acima de 8 EeV.
Figura 3.11: Distribuição do cosseno da declinação dos eventos com energias entre 4 e 8 EeV.
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Figura 3.12: Distribuição do cosseno da declinação dos eventos com energias acima de 8 EeV.
3.4.3 Componente ao longo do eixo de rotação da Terra
Escrevendo a direção de chegada n em coordenadas locais (θ ,φ ,α0), as amplitudes
das primeiras harmônicas em azimute são dadas por [2]:
aφ1 =
2
N
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθ cosφΦ(θ ,φ ,α0)
= 0,
(3.25)
bφ1 =
2
N
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθ sinφΦ(θ ,φ ,α0)
=
Φ0pi
N
dz cos lobssinθ
(3.26)
e o fator de normalização,
N =
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθΦ(θ ,φ ,α0)
= Φ0pi(1+dz sin lobscosθ),
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sendo que f (θ) =
∫ θmax
θmin dθ sinθ f (θ). Mais detalhes da dedução podem ser encontrados no
Apêndice B. Substituindo a expressão 3.27 na expressão 3.26:
bφ1 =
dz cos lobssinθ
1+dz sin lobscosθ
, (3.27)
Fazendo as aproximações sinθ/1 ≈ 〈sinθ〉 e cosθ/1 ≈ 〈cosθ〉, onde 〈sinθ〉 é o
valor médio do seno do ângulo zenital dos eventos e 〈cosθ〉 é o valor médio do cosseno do
ângulo zenital dos eventos, obtém-se
bφ1 =
dz cos lobs 〈sinθ〉
1+dz sin lobs 〈cosθ〉 . (3.28)
Os valores médios do seno do ângulo zenital dos eventos são os mesmos para as
duas faixas de energia consideradas na análise (4-8 EeV e acima de 8 EeV), 〈sinθ〉 = 0.65,
conforme apresentado nas Figuras 3.13 e 3.14. Para eventos com energias entre 4 e 8 EeV,
〈cosθ〉 = 0.68 e para eventos com energias acima de 8 EeV 〈cosθ〉 = 0.69. As distribuições
do cosseno do ângulo zenital para as duas faixas de energia são apresentadas nas Figuras 3.15 e
3.16.
Figura 3.13: Distribuição do seno do ângulo zenital para eventos com energias entre 4 e 8 EeV.
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Figura 3.14: Distribuição do seno do ângulo zenital para eventos com energias acima de 8 EeV.
Figura 3.15: Distribuição do cosseno do ângulo zenital para eventos com energias entre 4 e 8
EeV.
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Figura 3.16: Distribuição do cosseno do ângulo zenital para eventos com energias acima de 8
EeV.
Novamente, como |dz| é esperado ser 1, sin lobs 〈cosθ〉 = −0.39, podemos usar
a aproximação dz sin lobs 〈cosθ〉  1:
dz =
bφ1
cos lobs 〈sinθ〉 . (3.29)
Portanto, a amplitude do dipolo é dada por:
d =
√
(dz)2+(d⊥)2, (3.30)
enquanto a direção angular é dada por:
α = ϕα1 (3.31)
e
δ = arctan
(
dz
d⊥
)
. (3.32)
3.5 Resultados em larga escala angular para o dipolo
Os resultados para as componentes dipolares recuperadas a partir da análise de Ray-
leigh podem ser observados na tabela 3.3. Para energias acima de 8 EeV, a amplitude do dipolo
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é 0.065+0.013−0.009 (6.5%), com a direção angular (αd [
◦] ,δd [◦]) = (100±10,−24+12−13).
Tabela 3.3: Resultados para as componentes dipolares.
E (EeV) dz d⊥ d δd [◦] αd [◦]
4-8 -0.024±0.009 0.006+0.007−0.003 0.025+0.010−0.007 -75+17−8 70±60
> 8 -0.026±0.015 0.060+0.011−0.010 0.065+0.013−0.009 -24+12−13 100±10
Os resultados da Tabela 3.3 são consistentes e compatíveis com os resultados pu-
blicados em [1] e indicam uma origem extragaláctica dos raios cósmicos acima de 8 EeV, pois
o ângulo entre a direção do dipolo e o direção do centro da galáxia ∼ 125◦. As coordenadas
celestes do centro da galáxia são, aproximadamente, (αCG = 266◦, δCG = −29◦), enquanto as
coordenadas do dipolo são dadas por (αd = 100◦, δd =−24◦). Portanto, o ângulo ξ entre eles
é dado por:
cosξ =
d ·nCG
|d| , (3.33)
onde d é o vetor do dipolo, dado por:
d = |d|(cosδd cosαd,cosδd sinαd,sinδd), (3.34)
e nCG é o vetor unitário que aponta para o centro da galáxia e é dado por:
nCG = (cosδCG cosαCG,cosδCG sinαCG,sinδCG). (3.35)
Portanto, o produto escalar da equação 3.33 é dado por:
d ·nCG
|d| = cosδd cosδCG cos(αd−αCG)+ sinδd sinδCG. (3.36)
Dessa maneira, temos que
ξ = arccos[cosδd cosδCG cos(αd−αCG)+ sinδd sinδCG]. (3.37)
Substituindo os valores para as coordenadas angulares αd , αCG, δd e δCG, obtém-se:
ξ ∼= 125◦. (3.38)
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Capítulo 4
Resultados em faixas de declinação
Quando incluímos eventos com ângulo zenital até 80◦, o observatório possui um
campo de visão que cobre a faixa de −90◦ < δ < 45◦. Dividindo o céu em cinco faixas de
declinação e mantendo uma exposição integrada aproximadamente constante nestas faixas, ob-
temos um número de eventos da mesma ordem em cada uma delas. As faixas escolhidas foram:
• −90◦ < δ <−54.3◦
• −54.3◦ < δ <−36◦
• −36◦ < δ <−19◦
• −19◦ < δ < 0.5◦
• 0.5◦ < δ < 45◦.
As faixas de declinação são representadas na Figura 4.1, que mostra a projeção do
céu em coordenadas equatoriais celestes, α e δ .
As faixas possuem exposição relativa, ωrel(δ ), integrada e número de eventos con-
forme a Tabela 4.1. A exposição relativa é uma função adimensional, que assume valores entre
0 e 1, como mostrado na Figura 4.2.
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Figura 4.1: Projeção de Aitoff do céu em coordenadas equatoriais e as faixas de declinação
escolhidas. A faixa azul representa declinações variando entre −90◦ e −54.3◦, a faixa roxa,
declinações entre−54.3◦ e−36◦, a faixa laranja, declinações entre−36◦ e−19◦, a faixa verde,
declinações entre −19◦ e 0.5◦ e a faixa rosa, declinações entre 0.5◦ e 45◦.
Tabela 4.1: Número de eventos e exposição integrada para as faixas de declinação.
Faixas N (4-8 EeV) N (> 8 EeV)
∫
∆Ω dΩωrel(δ )
−90◦ < δ <−54.3◦ 16271 6411 1.048
−54.3◦ < δ <−36◦ 16338 6510 1.037
−36◦ < δ <−19◦ 16556 6514 1.060
−19◦ < δ < 0.5◦ 16345 6535 1.084
0.5◦ < δ < 45◦ 16191 6217 1.052
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Figura 4.2: Exposição relativa como função da declinação.
Em larga escala angular, incluindo eventos com declinação variando entre −90◦
e 45◦, as distribuições angulares da ascensão reta, α , e do ângulo azimutal, φ , são aproxi-
madamente uniformes, permitindo realizar as análises de Rayleigh em ambas as coordenadas,
conforme são mostradas nas figuras 3.3 e 3.4.
Quando o céu é dividido nas faixas de declinação, a distribuição angular da as-
censão reta continua aproximadamente uniforme, entretanto a distribuição azimutal não é mais
uniforme, como é possível observar, por exemplo, nas Figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7, que apre-
sentam apenas eventos com energias maiores que 8 EeV. Dessa maneira, não é possível realizar
a análise de Rayleigh em ângulo azimutal, sendo possível realizar a análise de Rayleigh apenas
em ascensão reta.
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Figura 4.3: Distribuição das coordenadas angulares ascensão reta e azimute para eventos com
energia maior que 8 EeV e declinação variando entre −90◦ < δ <−54.3◦.
Figura 4.4: Distribuição das coordenadas angulares ascensão reta e azimute para eventos com
energia maior que 8 EeV e declinação variando entre −54.3◦ < δ <−36◦.
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Figura 4.5: Distribuição das coordenadas angulares ascensão reta e azimute para eventos com
energia maior que 8 EeV e declinação variando entre −36◦ < δ <−19◦.
Figura 4.6: Distribuição das coordenadas angulares ascensão reta e azimute para eventos com
energia maior que 8 EeV e declinação variando entre −19◦ < δ < 0.5◦.
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Figura 4.7: Distribuição das coordenadas angulares ascensão reta e azimute para eventos com
energia maior que 8 EeV e declinação variando entre 0.5◦ < δ < 45◦.
4.1 Análise de Rayleigh em ascensão reta
As análises foram feitas com os mesmos eventos da análise em larga escala angular,
ou seja, com ângulo zenital θ < 80◦, detectados entre 01 de janeiro de 2004 e 31 de agosto de
2016, com uma exposição total de 76800 km2. Os eventos possuem energias acima de 4 EeV e
foram divididos em duas faixas de energia: entre 4 e 8 EeV e acima de 8 EeV.
Utilizando os coeficientes harmônicos da análise de Rayleigh:
aα =
2
N
N
∑
i=1
wi cos(αi) e bα =
2
N
N
∑
i=1
wi sin(αi), (4.1)
a amplitude rα e a fase ϕα :
rα =
√
(aα)2+(bα)2 e ϕα = arctan
(
bα
aα
)
, (4.2)
foram obtidos os resultados mostrados nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6.
Para energias entre 4 e 8 EeV, as faixas de declinação apresentam uma amplitude
do dipolo menor em comparação às faixas com energias mais altas, o que é consistente com os
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resultados em larga escala angular, que não apontam para a presença de um dipolo significativo
na distribuição das direções de chegada.
Todas as faixas de declinação para energias maiores que 8 EeV apresentam am-
plitudes não-nulas dentro de suas incertezas estatísticas e consistentes entre si, indicando que
nenhuma delas é a única responsável pelo dipolo. A direção angular do dipolo, αd , varia entre
um valor mínimo de 81◦±20◦ e um valor máximo de 128◦±30◦, consistente com o resultado
em larga escala angular (αd = 100◦±10◦) dentro de suas incertezas.
Tabela 4.2: Resultados para a análise de Rayleigh em ascensão reta com −90◦ < δ <−54.3◦.
E [EeV] N aα bα rα ϕα [◦] P(≥ rα)
4-8 16271 -0.002±0.011 -0.008±0.011 0.008+0.013−0.003 253±80 0.766
> 8 6411 -0.023±0.018 0.029±0.018 0.037+0.020−0.014 128±30 0.109
Tabela 4.3: Resultados para a análise de Rayleigh em ascensão reta com −54.3◦ < δ <−36◦.
E [EeV] N aα bα rα ϕα [◦] P(≥ rα)
4-8 16338 0.008±0.011 0.019±0.011 0.021+0.023−0.009 66±30 0.175
> 8 6510 0.010±0.018 0.061±0.018 0.062+0.020−0.016 81±20 0.002
Tabela 4.4: Resultados para a análise de Rayleigh em ascensão reta com −36◦ < δ <−19◦.
E [EeV] N aα bα rα ϕα [◦] P(≥ rα)
4-8 16556 0.004±0.011 0.002±0.011 0.004+0.017−0.001 23±140 0.920
> 8 6514 -0.011±0.018 0.037±0.018 0.040+0.020−0.014 106±30 0.071
Tabela 4.5: Resultados para a análise de Rayleigh em ascensão reta com −19◦ < δ < 0.5◦.
E [EeV] N aα bα rα ϕα [◦] P(≥ rα)
4-8 16345 0.007±0.011 0.009±0.011 0.012+0.012−0.005 51±60 0.580
> 8 6535 -0.013±0.018 0.065±0.018 0.066+0.019−0.016 102±20 7.3×10−4
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Tabela 4.6: Resultados para a análise de Rayleigh em ascensão reta com 0.5◦ < δ < 45◦.
E [EeV] N aα bα rα ϕα [◦] P(≥ rα)
4-8 16191 -0.008±0.011 0.003±0.011 0.008+0.013−0.003 156±80 0.759
> 8 6217 0.003±0.018 0.035±0.018 0.035+0.020−0.013 86±30 0.141
4.2 Resultados para a componente equatorial
A componente equatorial é obtida a partir da amplitude (equação 4.2) e da média
do cosseno dos eventos:
d⊥ =
rα
〈cosδ 〉 . (4.3)
Os resultados para a componente equatorial do dipolo para as faixas de declinação
estão resumidos nas Tabelas 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11.
Tabela 4.7: Resultados para a componente equatorial do dipolo com −90◦ < δ <−54.3◦.
E [EeV] N 〈cosδ 〉 d⊥
4-8 16271 0.38 0.021+0.035−0.007
> 8 6411 0.39 0.096+0.053−0.035
Tabela 4.8: Resultados para a componente equatorial do dipolo com −54.3◦ < δ <−36◦.
E [EeV] N 〈cosδ 〉 d⊥
4-8 16338 0.71 0.029+0.033−0.013
> 8 6510 0.71 0.087+0.027−0.022
Tabela 4.9: Resultados para a componente equatorial do dipolo com −36◦ < δ <−19◦.
E [EeV] N 〈cosδ 〉 d⊥
4-8 16556 0.88 0.005+0.020−0.001
> 8 6514 0.88 0.046+0.023−0.016
67
Tabela 4.10: Resultados para a componente equatorial do dipolo com −19◦ < δ < 0.5◦.
E [EeV] N 〈cosδ 〉 d⊥
4-8 16345 0.98 0.012+0.012−0.005
> 8 6535 0.98 0.068+0.020−0.016
Tabela 4.11: Resultados para a componente equatorial do dipolo com 0.5◦ < δ < 45◦.
E [EeV] N 〈cosδ 〉 d⊥
4-8 16191 0.95 0.009+0.014−0.003
> 8 6217 0.95 0.037+0.021−0.014
Para energias maiores que 8 EeV, as faixas de declinação possuem uma componente
dipolar equatorial variando entre 0.037+0.021−0.014 para a faixa entre 0.5
◦ < δ < 45◦ e 0.096+0.053−0.035
para a faixa mais próxima do Polo Sul (−90◦ < δ <−54.3◦).
4.3 Reconstrução tridimensional de uma anisotropia dipolar
Um método alternativo para fazer a reconstrução tridimensional do dipolo foi pu-
blicado em [37].
Como apresentado anteriormente, uma distribuição dipolar da direção de chegada
de raios cósmicos pode ser parametrizada como função da direção de chegada n:
Φ(n) =
Φ0
4pi
(1+d ·n). (4.4)
Os momentos de ordem zero e de primeira ordem da intensidade de raios cósmicos
são dados por:
I0 =
∫
dΩΦ(n) e (4.5)
I =
∫
dΩnΦ(n), (4.6)
onde I indica as três componentes: Ix, Iy e Iz e os ângulos θ e ϕ são os ângulos das coordenadas
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Figura 4.8: O ângulo θ , medido a partir do Polo Norte celeste, e a declinação δ , medida a partir
do equador celeste.
esféricas1. O ângulo θ é medido a partir do Polo Norte e, como a declinação é medida a partir
do equador, os dois ângulos são relacionados por:
θ =
pi
2
−δ , (4.7)
conforme a Figura 4.8. Definindo o eixo x como a direção que aponta para o ponto Vernal, o
ângulo ϕ corresponde à ascensão reta α .
Em caso de cobertura total do céu, o ângulo θ varia de 0◦ a 180◦ e a substituição da
distribuição angular 4.4 nas integrais 4.5 e 4.6 resulta em:
I0 =
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sinθΦ(n)
= Φ0,
1Nesta seção, θ é o ângulo polar das coordenadas esféricas, medido a partir do Polo Norte celeste, e não o
ângulo local medido a partir do zênite do Observatório.
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Ix =
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin2θ cosϕΦ(n)
=
Φ0
3
dx,
Iy =
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin2θ sinϕΦ(n)
=
Φ0
3
dy,
Iz =
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sinθ cosθΦ(n)
=
Φ0
3
dz.
Portanto,
I0 =Φ0 e I =
Φ0
3
d. (4.8)
Detalhes do cálculo das integrais podem ser consultados no Apêndice E.
Dividindo o céu em píxeis {(i, j)} com ângulo sólido δωi j, podemos substituir a
integral por uma soma sobre todos os píxeis:
∫
dΩ f (n)→∑
(i j)
fi jδωi j. (4.9)
Sendo Ni j o número de raios cósmicos observados no píxel (i, j):
dN
dΩ
(n)dΩ=Φ(n)ω(n)dΩ→ Ni j =Φi jωi jδωi j (4.10)
Portanto, é possível determinar as integrais realizando um soma sobre todos os pí-
xeis (i, j):
I0→ S0 = ∑
(i, j)
Ni, j
ωi, j
e I→ S = ∑
(i, j)
Ni, jni, j
ωi, j
. (4.11)
Entretanto, podemos substituir a soma sobre todos os píxeis por uma soma sobre
todos os N eventos observados. Dada uma função Fi, j, temos que:
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∑
(i, j)
Ni, jFi, j =
N
∑
k=1
Fk. (4.12)
Dessa forma, podemos escrever as equações 4.11 como:
S0 =
N
∑
k=1
1
ω(nk)
e S =
N
∑
k=1
nk
ω(nk)
, (4.13)
onde ω(nk) é a exposição na direção nk do k-ésimo evento.
Mas o Observatório Pierre Auger possui uma cobertura parcial do céu. Nesse caso,
existem regiões onde a exposição é nula e, portanto, as integrais são válidas apenas entre um
θmin e um θmax que correspondem a uma declinação máxima e uma declinação mínima. Os
momentos de ordem zero e de primeira ordem da intensidade de raios cósmicos ficam dados
por:
I0 =
∫ θmax
θmin
dθ sinθ
∫ 2pi
0
dϕΦ(n), (4.14)
I =
∫ θmax
θmin
dθ sinθ
∫ 2pi
0
dϕnΦ(n). (4.15)
Substituindo 4.4:
I0 =
Φ0b
4
(2+ sdz),
Ix =
Φ0b
4
(1− γ)dx,
Iy =
Φ0b
4
(1− γ)dy,
Iz =
Φ0b
4
(s+2γdz),
(4.16)
onde:
b = cosθmin− cosθmax,
s = cosθmin+ cosθmax,
p = cosθmin× cosθmax,
γ =
s2− p
3
.
(4.17)
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Invertendo as relações 4.16:
dx =
Ix
sIz−2γI0
γ− p
γ−1 ,
dy =
Iy
sIz−2γI0
γ− p
γ−1 ,
dz =
sI0−2Iz
sIz−2γI0 .
(4.18)
A amplitude do dipolo é dada por:
d2 = d2x +d
2
y +d
2
z . (4.19)
Substituindo as equações 4.18:
d2 =
(
γ−p
γ−1
)2
(S2x+S
2
y)+(sS0−2Iz)2
(2γS0− sSz)2 , (4.20)
onde as integrais foram substituídas pelas somas 4.13. As componentes de d são dadas por:
d = (dx,dy,dz) = (d cosδd cosαd,d cosδd sinαd,d sinδd). (4.21)
Portanto, as coordenadas angulares são dadas por:
αd = arctan
(
dy
dx
)
= arctan
(
Sy
Sx
)
, (4.22)
e
δd = arcsin
(
dz
d
)
= arcsin
 sS0−2Sz√(
γ−p
γ−1
)2
(S2x+S2y)+(sS0−2Sz)2
 . (4.23)
Mais detalhes sobre o desenvolvimento dos cálculos acima são apresentados no
Apêndice E.
4.3.1 Resultados em larga escala angular
Utilizando o mesmo conjunto de dados que foi utilizado para a análise de Rayleigh
modificada, apresentada no Capítulo 3, ou seja, eventos com energia acima de 4 EeV detectados
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entre janeiro de 2004 e agosto de 2016 e ângulo zenital máximo de 80◦, foram obtidos os
resultados apresentados na Tabela 4.12.
Tabela 4.12: Resultados em larga escala angular para o método de reconstrução tridimensional
de uma anisotropia dipolar.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 81701 0.013±0.010 65±124 −81±28
> 8 32187 0.087±0.019 108±12 −49±10
Os resultados são consistentes com os resultados da análise modificada de Rayleigh,
apresentados na Tabela 3.3. Utilizando a análise de Rayleigh, a amplitude reconstruída para o
dipolo foi de 0.065+0.013−0.009 para eventos com energias acima de 8 EeV, menor que a amplitude
reconstruída apresentada na Tabela 4.12. Esse aumento de 0.065+0.013−0.009 para 0.087±0.019 é
um reflexo do peso maior dado para eventos cuja declinação tem valor próximo de 45◦, pois
as somas 4.13 são ponderadas pelo inverso da exposição e a exposição é mínima para valores
próximos de 45◦ (Figura 3.5).
Para o cálculo das incertezas estatísticas foram realizadas simulações de distribui-
ções dipolares utilizando os dados da Tabela 4.12, tanto para larga escala angular, quanto para
as faixas de declinação. Essa discussão está apresentada no Apêndice F.
4.3.2 Resultados em faixas de declinação
Dividindo o céu em faixas de declinação, os resultados obtidos são apresentados
nas Tabelas 4.13, 4.14, 4.15, 4.16 e 4.17.
Tabela 4.13: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método de reconstrução tridimensional para eventos com −90◦ < δ <−54.3◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16271 0.542±0.081 93±123 −84±77
> 8 6411 0.106±0.163 135±51 8±70
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Tabela 4.14: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método de reconstrução tridimensional para eventos com −54.3◦ < δ <−36◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16338 0.031±0.073 75±124 −25±82
> 8 6510 0.138±0.122 83±29 −48±62
Tabela 4.15: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método de reconstrução tridimensional para eventos com −36◦ < δ <−19◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16556 0.133±0.060 28±128 −88±80
> 8 6514 0.462±0.102 104±22 −83±61
Tabela 4.16: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método de reconstrução tridimensional para eventos com −19◦ < δ < 0.5◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16345 0.071±0.047 55±123 −81±76
> 8 6535 0.203±0.074 101±18 70±50
Tabela 4.17: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método de reconstrução tridimensional para eventos com 0.5◦ < δ < 45◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16191 0.014±0.041 107±119 21±50
> 8 6217 0.178±0.065 122±24 −75±34
4.3.3 Projeção no plano equatorial
A projeção no plano equatorial é dada por:
d⊥ = d cosδd. (4.24)
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As componentes equatoriais reconstruídas para energias entre 4 e 8 EeV são apre-
sentadas na Tabela 4.18 e para energias acima de 8 EeV na Tabela 4.19. As incertezas estatísti-
cas são obtidas através da propagação de erros na equação 4.24.
Tabela 4.18: Projeção no plano equatorial do dipolo para energias entre 4 e 8 EeV.
d⊥
−90◦ < δ <−54.3◦ 0.055±0.724
−54.3◦ < δ <−36◦ 0.028±0.069
−36◦ < δ <−19◦ 0.003±0.186
−19◦ < δ < 0.5◦ 0.011±0.093
0.5◦ < δ < 45◦ 0.013±0.038
Tabela 4.19: Projeção no plano equatorial do dipolo para energias acima de 8 EeV.
d⊥
−90◦ < δ <−54.3◦ 0.105±0.162
−54.3◦ < δ <−36◦ 0.092±0.138
−36◦ < δ <−19◦ 0.058±0.488
−19◦ < δ < 0.5◦ 0.067±0.168
0.5◦ < δ < 45◦ 0.045±0.103
Os resultados para as componentes equatoriais são consistentes com aqueles obtidos
a partir da análise de Rayleigh em ascensão reta, apresentados nas Tabelas 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 e
4.11.
4.4 Estimativa dos coeficientes harmônicos
Outro método para o estudo de anisotropia dipolar foi publicado em [38]. Uma dis-
tribuição angular qualquer, Φ(n), sobre toda a esfera pode ser expandida em esféricos harmô-
nicos:
Φ(n) = ∑`
≥0
`
∑
m=−`
a`mY`m(n). (4.25)
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Em caso de cobertura total do céu, é válida a relação de completeza dos esféricos
harmônicos [39]:
∫
4pi
Y`m(Ω)Y ∗`m′(Ω)dΩ=
∫ pi
0
∫ 2pi
0
Y`m(θ ,φ)Y ∗`′m′(θ ,φ)sinθdθdφ = δ``′δmm′, (4.26)
onde θ e φ são as coordenadas esféricas. Dessa forma, é possível recuperar os coeficientes a`m:
a`m =
∫
4pi
dΩΦ(Ω)Y ∗`m(Ω). (4.27)
Porém, o Observatório Pierre Auger tem um visão parcial do céu e nesse caso a
relação de ortonormalidade dos esféricos harmônicos não pode ser usada. A distribuição angular
observada é uma convolução do fluxo, Φ(n), com a exposição direcional, ω(δ ):
dN
dΩ
=Φ(n)ω(n). (4.28)
Essa função pode ser expandida em esféricos harmônicos:
Φ(n)ω(n) = ∑`
≥0
`
∑
m=−`
b`mY`m(n). (4.29)
Os coeficientes b`m são dados por:
b`m =
∫
∆Ω
dΩΦ(n)ω(n)Y ∗`m(n)
= ∑
`′≥0
`′
∑
m′=−`′
a`′m′
∫
∆Ω
dΩY`′m′(Ω)ω(Ω)Y ∗lm(Ω),
onde foi usado que Φ(n) = ∑`m a`mY`m(n). Portanto, os coeficientes b`m são relacionados aos
coeficientes a`m através da matriz K:
b`m = ∑
`′≥0
`′
∑
m′=−`′
[K]`
′m′
`m a`′m′, (4.30)
onde os elementos da matriz K são dados por:
[K]`
′m′
`m =
∫
∆Ω
dΩY ∗`m(Ω)ω(Ω)Y`′m′(Ω). (4.31)
Para fins computacionais, utilizamos os esféricos harmônicos reais e, dessa forma,
podemos escrever:
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[K]`
′m′
`m =
∫
∆Ω
dΩY`m(Ω)ω(Ω)Y`′m′(Ω). (4.32)
Os coeficientes b`m podem ser estimados através da relação:
b`m =
∫
∆Ω
dΩ
dN(n)
dω
Y`m(n), (4.33)
onde a distribuição dN(n)/dΩ pode ser modelada como uma soma de funções de Dirac das
coordenadas angulares dos eventos observados. Ponderando cada um dos k termos por um fator
[∆Ncell(αk0)]
−1, onde αk0 é o tempo sideral em que o evento k foi detectado e [∆Ncell(α
k
0)] é
definido conforme Seção 3.2, podemos estimar os coeficientes b`m por:
b`m =
N
∑
k=1
Y`m(n)
∆Ncell(αk0)
. (4.34)
Vamos fazer a expansão da distribuição das direções de chegada até um valor má-
ximo `max. Essa condição garante que a matriz K seja inversível e dessa forma é possível obter
uma estimativa dos coeficientes a`m a partir da equação 4.30:
a`m =
`max
∑
`′=0
[K−1]`
′m′
`m b`′m′. (4.35)
No caso de uma distribuição dipolar, `max = 1.
4.4.1 Reconstrução dipolar
A distribuição das direções de chegada em caso de um fluxo dipolar pode ser escrita
como:
Φ(n) =
1
∑`
=0
`
∑
m=−`
a`mY`m(n)
= a00Y00(n)+a1−1Y1−1(n)+a10Y10(n)+a11Y11(n)
(4.36)
Os esféricos harmônicos reais para `≤ 1 são dados por:
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Y00(θ ,φ) =
1√
4pi
,
Y1−1(θ ,φ) =
√
3
4pi
sinθ sinφ ,
Y10(θ ,φ) =
√
3
4pi
cosθ ,
Y11(θ ,φ) =
√
3
4pi
sinθ cosφ .
(4.37)
Os esféricos harmônicos são definidos em coordenadas esféricas θ e φ . O ângulo θ
é medido a partir do polo norte e a declinação é medida a partir do equador, conforme a Figura
4.8, portanto θ = pi2 −δ . Dessa maneira, os esféricos harmônicos em função da declinação e da
ascensão reta serão:
Y00(δ ,α) =
1√
4pi
,
Y1−1(δ ,α) =
√
3
4pi
cosδ sinα,
Y10(δ ,α) =
√
3
4pi
sinδ ,
Y11(δ ,α) =
√
3
4pi
cosδ cosα.
(4.38)
Novamente, parametrizando a distribuição das direções de chegada como função da
direção de chegada n, obtemos:
Φ(n) =
Φ0
4pi
(1+d ·n), (4.39)
onde d é o vetor do dipolo e
d ·n = dx cosδ cosα+dy cosδ sinα+dz sinδ .
Portanto, podemos escrever o produto escalar como função dos esféricos harmôni-
cos:
d ·n = dx
√
4pi
3
Y11(α,δ )+dy
√
4pi
3
Y1−1(α,δ )+dz
√
4pi
3
Y10(α,δ ). (4.40)
78
A distribuição das direções de chegada resulta em:
Φ(n) =Φ0
(
1√
4pi
Y00(α,δ )+
1√
12pi
dxY11(α,δ )+
1√
12pi
dyY1−1(α,δ )+
1√
12pi
dzY10(α,δ )
)
.
(4.41)
Comparando com 4.36, o coeficiente a00 fica dado por:
a00 =
Φ0√
4pi
, (4.42)
enquanto os demais coeficientes a`m são dados por:
a11 =
Φ0√
12pi
dx =
a00dx√
3
,
a1−1 =
Φ0√
12pi
dy =
a00dy√
3
,
a10 =
Φ0√
12pi
dz =
a00dz√
3
.
(4.43)
A resolução dos coeficientes a`m é dada por [40]:
σ`m = ([K−1`max ]
`m
`ma00)
1/2. (4.44)
A dedução é apresentada no Apêndice G.
Invertendo as equações 4.43:
dx =
a11
√
3
a00
,
dy =
a1−1
√
3
a00
,
dz =
a10
√
3
a00
.
(4.45)
Como d =
√
d
2
x+d
2
y+d
2
z , a amplitude do dipolo fica dada por:
d =
√
3(a211+a
2
10+a
2
1−1)
a00
. (4.46)
A direção angular do dipolo (αd,δd) é dada pelas relações:
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αd = arctan
(
dy
dx
)
= arctan
(
a1−1
a11
)
e (4.47)
δd = arcsin
(
dz
d
)
= arcsin
(√
3a10
a00d
)
. (4.48)
A incerteza estatística na amplitude e nas coordenadas angulares, dadas pelas equa-
ções 4.46, 4.47 e 4.48, são obtidas através da propagação de erros na equação 4.44.
4.4.2 Resultados em larga escala angular
Para os mesmos conjuntos de dados utilizados nos outros dois métodos apresentados
anteriormente, detectados entre janeiro de 2004 e agosto de 2016, os resultados obtidos estão
representados na Tabela 4.20.
Tabela 4.20: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método da estimativa dos coeficientes harmônicos.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 81701 0.021±0.004 68±26 -70±10
> 8 32187 0.072±0.011 97±10 -36±10
Para a análise de Rayleigh em larga escala angular, a amplitude encontrada para
energias acima de 8 EeV para o dipolo foi de 0.065+0.013−0.009 (6.5%), enquanto para o método
apresentado nessa seção a amplitude foi de 0.072±0.011 (7.2%). As coordenadas angulares
também são consistentes entre si. Para a análise de Rayleigh, a ascensão reta, αd , recuperada
foi de 100◦±10◦ e a declinação, δd [◦] foi de −24+12−13 para essa mesma faixa de energia.
4.4.3 Resultados em faixas de declinação
Dividindo o céu nas cinco faixas de declinação, foram obtidos os resultados apre-
sentados nas Tabelas 4.21, 4.22 4.23, 4.24 e 4.25.
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Tabela 4.21: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método da estimativa dos coeficientes harmônicos para eventos com −90◦ < δ <−54.3◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16271 0.512±0.193 267±37 −84±77
> 8 6411 0.115±0.126 134±24 32±90
Tabela 4.22: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método da estimativa dos coeficientes harmônicos para eventos com −54.3◦ < δ <−36◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16338 0.029±0.016 70±31 1±90
>8 6510 0.126±0.131 82±16 -44±65
Tabela 4.23: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método da estimativa dos coeficientes harmônicos para eventos com −36◦ < δ <−19◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16556 0.114±0.111 19±90 -87±10
> 8 6514 0.454±0.183 104±22 −83±61
Tabela 4.24: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método da estimativa dos coeficientes harmônicos para eventos com −19◦ < δ < 0.5◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16345 0.055±0.080 50±54 -77±22
> 8 6535 0.202±0.120 102±15 71±13
Tabela 4.25: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando
o método da estimativa dos coeficientes harmônicos para eventos com 0.5◦ < δ < 45◦.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16191 0.052±0.045 148±73 80±15
> 8 6217 0.123±0.070 83±29 -73±13
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4.4.4 Componente equatorial
A projeção no plano equatorial do dipolo nas faixas de declinação, dada por d⊥ =
d cosδd , é apresentada nas Tabelas 4.26 e 4.27, para energias entre 4 e 8 EeV e acima de 8 EeV,
respectivamente.
Tabela 4.26: Projeção no plano equatorial do dipolo para energias entre 4 e 8 EeV.
d⊥
−90◦ < δ <−54.3◦ 0.052±0.042
−54.3◦ < δ <−36◦ 0.027±0.016
−36◦ < δ <−19◦ 0.005±0.014
−19◦ < δ < 0.5◦ 0.012±0.027
0.5◦ < δ < 45◦ 0.009±0.016
Tabela 4.27: Projeção no plano equatorial do dipolo para energias acima de 8 EeV.
d⊥
−90◦ < δ <−54.3◦ 0.098±0.148
−54.3◦ < δ <−36◦ 0.091±0.141
−36◦ < δ <−19◦ 0.056±0.038
−19◦ < δ < 0.5◦ 0.066±0.057
0.5◦ < δ < 45◦ 0.037±0.034
As componentes equatoriais reconstruídas com o método apresentado nesta seção
são consistentes com aquelas dos outros dois métodos apresentados.
4.5 Comparação dos três métodos
A Tabela 4.28 apresenta um resumo dos resultados obtidos utilizando os três méto-
dos de reconstrução de anisotropia dipolar para a ascensão reta na qual o dipolo aponta, para
energias entre 4 e 8 EeV, e a Tabela 4.29 para energias acima de 8 EeV.
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Tabela 4.28: Comparação da ascensão reta obtida pelos três métodos para eventos com energia
entre 4 e 8 EeV.
αRayleighd [
◦] αRec. 3Dd [
◦] αCoef. Harm.d [
◦]
−90◦ < δ <−54.3◦ 253±80 93±123 267±37
−54.3◦ < δ <−36◦ 66±30 75±124 70±31
−36◦ < δ <−19◦ 23±140 28±128 19±90
−19◦ < δ < 0.5◦ 51±60 55±123 50±54
0.5◦ < δ < 45◦ 156±80 107±119 148±73
Tabela 4.29: Comparação da ascensão reta obtida pelos três métodos para eventos com energia
acima de 8 EeV.
αRayleighd [
◦] αRec. 3Dd [
◦] αCoef. Harm.d [
◦]
−90◦ < δ <−54.3◦ 128±30 135±51 134±24
−54.3◦ < δ <−36◦ 81±20 83±29 82±16
−36◦ < δ <−19◦ 106±30 104±22 104±22
−19◦ < δ <−0.5◦ 102±20 101±18 102±15
−0.5◦ < δ <−45◦ 86±30 122±24 83±29
Os métodos são consistentes entre si e para energias acima de 8 EeV. A ascensão
reta varia entre 81◦ e 135◦ nas faixas de declinação para a faixa de energia acima de 8 EeV.
Na Tabela 4.30 é apresentada uma comparação entre os três métodos aplicados neste
trabalho para a componente equatorial, d⊥, para energias entre 4 e 8 EeV e na Tabela 4.31 para
energias acima de 8 EeV.
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Tabela 4.30: Comparação da reconstrução da componente equatorial do dipolo para eventos
com energia entre 4 e 8 EeV.
dRayleigh⊥ d
Rec. 3D
⊥ d
Coef. Harm.
⊥
−90◦ < δ <−54.3◦ 0.021+0.035−0.007 0.055±0.724 0.052±0.042
−54.3◦ < δ <−36◦ 0.029+0.033−0.013 0.028±0.069 0.027±0.016
−36◦ < δ <−19◦ 0.005+0.020−0.001 0.003±0.186 0.005±0.014
−19◦ < δ <−0.5◦ 0.012+0.012−0.005 0.011±0.093 0.012±0.027
0.5◦ < δ <−45◦ 0.009+0.014−0.003 0.013±0.038 0.009±0.016
Tabela 4.31: Comparação da reconstrução da componente equatorial do dipolo para eventos
com energia acima de 8 EeV.
dRayleigh⊥ d
Rec. 3D
⊥ d
Coef. Harm.
⊥
−90◦ < δ <−54.3◦ 0.096+0.053−0.035 0.105±0.162 0.098±0.148
−54.3◦ < δ <−36◦ 0.087+0.027−0.022 0.092±0.138 0.091±0.141
−36◦ < δ <−19◦ 0.046+0.023−0.016 0.058±0.488 0.056±0.038
−19◦ < δ < 0.5◦ 0.068+0.020−0.016 0.067±0.168 0.066±0.057
0.5◦ < δ < 45◦ 0.037+0.021−0.014 0.045±0.103 0.037±0.034
Os resultados são consistentes entre si para a componente equatorial e todos os
métodos apontam que nenhuma das faixas de declinação é a única responsável pela anisotropia
dipolar na direção de raios cósmicos.
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Capítulo 5
Conclusão
Esta dissertação apresenta um estudo de anisotropia dipolar de raios cósmicos com
energia acima de 4 EeV. Para esta faixa de energia, os raios cósmicos são detectados com 100%
de eficiência no Observatório Pierre Auger, ou seja, todos os chuveiros atmosféricos que caem
no arranjo do observatório são detectados.
Os eventos considerados nas análises apresentadas foram divididos em dois conjun-
tos: eventos com energia entre 4 e 8 EeV e eventos com energia acima de 8 EeV. As análises
correspondem ao período de observação entre 1◦ de janeiro de 2004 e 31 de agosto de 2016.
Durante esse período, foram detectados 81701 eventos para a faixa de energia mais baixa e
32187 eventos para a faixa de energia mais alta.
Estudos anteriores indicaram a presença de uma anisotropia dipolar significativa
para a faixa de energia acima de 8 EeV. O trabalho publicado em [1] indica a presença de
um vetor dipolo com amplitude de 0.065+0.013−0.009, apontando na direção angular (αd[
◦],δd[◦]) =
(100± 10,−24+12−13). Os resultados apresentados neste trabalho foram reproduzidos nesta dis-
sertação e estão apresentados no Capítulo 3.
O método utilizado no Capítulo 3 para a reconstrução do vetor dipolo é a análise
modificada de Rayleigh para duas coordenadas angulares: na coordenada equatorial ascensão
reta α e na coordenada local azimutal φ . Ao utilizarmos as duas coordenadas angulares, garan-
timos a reconstrução tridimensional do vetor dipolo.
A partir da análise modificada de Rayleigh em ascensão reta, é possível reconstruir
a componente equatorial do vetor dipolo, enquanto a componente ao longo do eixo de rotação
da Terra pode ser recuperada através da análise de Rayleigh no ângulo azimutal.
Para as análises do Capítulo 3 foram considerados eventos com declinação entre
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−90◦ e 45◦, que correspondem a um campo de visão de 85% do céu. O objetivo desta disser-
tação é apresentar um estudo de anisotropia dipolar, dividindo o céu em faixas de declinação,
para determinar se uma das faixas é a única responsável pela presença da anisotropia dipolar ou
se todas as faixas contribuem. O estudo em faixas de declinação é apresentado no Capítulo 4.
Foram escolhidas cinco faixas de declinação: −90◦ < δ < −54.3◦, −54.3◦ < δ <
−36◦, −36◦ < δ <−19◦, −19◦ < δ < 0.5◦ e 0.5◦ < δ < 45◦. O critério para a escolha destas
faixas foi manter aproximadamente o mesmo número de eventos em cada uma das faixas.
No Capítulo 4 foram apresentados três métodos de reconstrução tridimensional de
anisotropia dipolar em larga escala angular, −90◦ < δ < 45◦: uma reconstrução a partir de uma
análise modificada de Rayleigh, uma reconstrução a partir da intensidade dos raios cósmicos e
uma reconstrução a partir da estimativa dos coeficientes harmônicos da expansão da distribuição
das direções de chegada de raios cósmicos. Esse métodos são, então, aplicados nas faixas de
declinação.
O primeiro método apresentado é a análise modificada de Rayleigh, descrito no
Capítulo 3. O método foi aplicado em cada uma das faixas de declinação. Ao dividir o céu em
faixas de declinação, perdemos a informação tridimensional do vetor dipolo, pois não temos
acesso à informação completa da componente ao longo do eixo de rotação da Terra. Entretanto,
a componente equatorial pode ser reconstruída.
O próximo método apresenta uma reconstrução a partir da intensidade dos raios
cósmicos. Esse método está apresentado na Seção 4.3, onde são discutidos os dois casos: a
reconstrução do vetor dipolo quando existe a informação sobre o céu todo e a reconstrução do
vetor dipolo no caso de cobertura parcial do céu, como ocorre no Observatório Pierre Auger.
A partir dos resultados obtidos para a amplitude e a direção angular do vetor dipolo em faixas
de declinação são obtidas as projeções equatoriais do vetor dipolo correspondentes. Um estudo
das incertezas estatísticas desse método, através de simulações de Monte Carlo, é apresentado
no apêndice F.
O último método apresentado é uma expansão em esféricos harmônicos do fluxo
de raios cósmicos em função das direções de chegada, considerando um fluxo dipolar. Esse
método está apresentado na Seção 4.4. A amplitude e as direções angulares do vetor dipolo são
reconstruídas a partir da estimativa dos coeficientes dessa expansão. A partir da projeção do
vetor dipolo é obtida a componente equatorial deste.
Os dois últimos métodos também sofrem o efeito da perda da informação tridimen-
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sional do vetor dipolo. Dessa maneira, a componente do dipolo ao longo do eixo de rotação da
Terra não pode ser recuperada. As componentes equatoriais do dipolo, calculadas a partir dos
três métodos, são apresentadas nas Tabelas 5.1 e 5.2.
Tabela 5.1: Comparação da reconstrução da componente equatorial do dipolo para eventos com
energia entre 4 e 8 EeV. Dados extraídos da Tabela 4.30.
dRayleigh⊥ d
Rec. 3D
⊥ d
Coef. Harm.
⊥
−90◦ < δ <−54.3◦ 0.021+0.035−0.007 0.055±0.724 0.052±0.042
−54.3◦ < δ <−36◦ 0.029+0.033−0.013 0.028±0.069 0.027±0.016
−36◦ < δ <−19◦ 0.005+0.020−0.001 0.003±0.186 0.005±0.014
−19◦ < δ <−0.5◦ 0.012+0.012−0.005 0.011±0.093 0.012±0.027
0.5◦ < δ <−45◦ 0.009+0.014−0.003 0.013±0.038 0.009±0.016
Tabela 5.2: Comparação da reconstrução da componente equatorial do dipolo para eventos com
energia acima de 8 EeV. Dados extraídos da Tabela 4.31.
dRayleigh⊥ d
Rec. 3D
⊥ d
Coef. Harm.
⊥
−90◦ < δ <−54.3◦ 0.096+0.053−0.035 0.105±0.162 0.098±0.148
−54.3◦ < δ <−36◦ 0.087+0.027−0.022 0.092±0.138 0.091±0.141
−36◦ < δ <−19◦ 0.046+0.023−0.016 0.058±0.488 0.056±0.038
−19◦ < δ < 0.5◦ 0.068+0.020−0.016 0.067±0.168 0.066±0.057
0.5◦ < δ < 45◦ 0.037+0.021−0.014 0.045±0.103 0.037±0.034
A partir dos três métodos apresentados também é possível reconstruir o ângulo as-
censão reta αd do dipolo. Um resumo está apresentado nas Tabelas 5.3 e 5.2.
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Tabela 5.3: Comparação da ascensão reta obtida pelos três métodos para eventos com energia
entre 4 e 8 EeV. Dados extraídos da Tabela 4.28.
αRayleighd [
◦] αRec. 3Dd [
◦] αCoef. Harm.d [
◦]
−90◦ < δ <−54.3◦ 253±80 93±123 267±37
−54.3◦ < δ <−36◦ 66±30 75±124 70±31
−36◦ < δ <−19◦ 23±140 28±128 19±90
−19◦ < δ < 0.5◦ 51±60 55±123 50±54
0.5◦ < δ < 45◦ 156±80 107±119 148±73
Tabela 5.4: Comparação da ascensão reta obtida pelos três métodos para eventos com energia
acima de 8 EeV. Dados extraídos da Tabela 4.29.
αRayleighd [
◦] αRec. 3Dd [
◦] αCoef. Harm.d [
◦]
−90◦ < δ <−54.3◦ 128±30 135±51 134±24
−54.3◦ < δ <−36◦ 81±20 83±29 82±16
−36◦ < δ <−19◦ 106±30 104±22 104±22
−19◦ < δ <−0.5◦ 102±20 101±18 102±15
−0.5◦ < δ <−45◦ 86±30 122±24 83±29
Todos os resultados obtidos com os três métodos apresentados são consistentes entre
si dentro de suas incertezas estatísticas e todos apontam que nenhuma das faixas de declinação é
a única responsável pela anisotropia dipolar na direção de chegada de raios cósmicos detectados
no Observatório Pierre Auger.
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Apêndice A
Exposição
Neste apêndice, as coordenadas θ e φ correspondem as coordenadas locais do ob-
servatório.
Para calcular a área efetiva do observatório no período das análises, é necessário
encontrar a projeção da área para um chuveiro atmosférico com ângulo zenital θ , que é pro-
porcional a cosθ , e depois integrar no tempo. Devido à rotação da Terra, integrar no tempo é
equivalente a integrar em ascensão reta.
A exposição é uma função da esfera celeste e fornece a área efetiva de coleta de um
observatório integrada no tempo. É medida em km2 ano. A exposição relativa é uma quantidade
adimensional, com valor entre 0 e 1, obtida dividindo exposição em cada ponto pela exposição
de máximo valor no céu.
Consideremos as coordenadas celestes ascensão reta α e declinação δ para descre-
ver uma direção qualquer do céu e que a exposição não dependa da ascensão reta e seja função
apenas da declinação1, que o observatório esteja a uma latitude lobs e que os eventos2 detectados
tenham ângulo zenital θ com valor máximo θmax. Por convenção, no equador a latitude é zero,
no hemisfério Norte ela é positiva e no hemisfério Sul negativa.
Definindo um novo sistema de coordenadas, w, u e v tomando um versor w, no plano
xz, conforme Figura A.1, normal ao observatório e um versor u no mesmo plano, perpendicular
a w. As componentes de w e u são dadas por:
wx = cos lobs, wy = 0 e wz = sin lobs (A.1)
1Essa hipótese é válida quando temos vários anos de operação do observatório, devido à rotação da Terra a
exposição se torna independente da ascensão reta.
2Neste contexto eventos são chuveiros atmosféricos detectados no observatório.
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e
ux = sin lobs, uy = 0 e uz =−cos lobs. (A.2)
Figura A.1: Vetor ~w.
Para completar o novo sistema, toma-se um versor v, perpendicular a w e u, cujas
componentes são:
vx = 0, vy = 1 e vz = 0, (A.3)
de maneira que o novo sistema de coordenadas tem como base os versores:
w = cos lobsx+ sin lobsz
u = sin lobsx− cos lobsz
v = y,
(A.4)
conforme mostrado na Figura A.2.
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Figura A.2: Vetores w, u e v.
Um evento com coordenadas angulares celestes (α,δ ) tem componentes:
px = cosδ cosα, py = cosδ sinα e pz = sinδ , (A.5)
conforme é mostrado na Figura A.3.
Projetando nos eixos w, u e v:
p ·w = cos lobs cosδ cosα+ sin lobs sinδ = cosθ , (A.6)
p ·v = cosδ sinα = sinθ sinφ e (A.7)
p ·u = sin lobs cosδ cosα− cos lobs sinδ = sinθ cosφ . (A.8)
Portanto,
cosθ = cos lobs cosδ cosα+ sin lobs sinδ . (A.9)
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Figura A.3: Coordenadas celestes
Como θmax está compreendido dentro do intervalo de 0 a 90◦, vale a relação:
cosθ ≥ θmax (A.10)
Substituindo a relação A.9 em A.10, obtém-se o valor máximo para α:
αmax = cos−1
(
cosθmax− sin lobs sinδ
cos lobs cosδ
)
. (A.11)
A exposição é proporcional à área efetiva, ou seja, proporcional a cosθ , e é inte-
grada no tempo, ou seja, integrada em ascensão reta:
ω(δ ) ∝
∫
cosθdα
=
∫
(cos lobs cosδ cosα+ sin lobs sinδ )dα.
(A.12)
Portanto,
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ω(δ ) ∝ cos lobs cosδ sinαmax+αmax sin lobs sinδ , (A.13)
onde
αm =

0 se ξ > 1,
pi se ξ <−1,
arccos(ξ ) caso contrário,
e ξ = cosθm−sin lobs sinδcos lobs cosδ .
A.1 Exposição integrada
A exposição integrada fornece a área efetiva do observatório integrada no tempo e
no ângulo sólido correspondentes e é medida em km2 sr ano. A expressão para a exposição
integrada é dada por:
ω =
∫
Ncell(t)acell cosθdtdΩ, (A.14)
onde Ncell(t) é o número total de células ativas no instante t, acell é a área de uma célula e, para o
arranjo no qual as estações de detecção são espaçadas de 1.5 km umas das outras, é equivalente
a 1.95 km2. Os ângulos θ e φ são os ângulos locais zenital e azimutal e
∫
cosθdΩ=
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ cosθ sinθ . (A.15)
Para 0◦ < θ < 80◦,
∫
cosθdΩ= 3.05 sr.
Na prática, como o número de células é monitorado minuto a minuto no Observa-
tório, a integral no tempo da equação A.14 é substituída por uma soma discreta. Dessa forma,
é levado em consideração o fato que o arranjo do Observatório ainda estava crescendo nos
primeiros anos das análises.
97
Apêndice B
Amplitudes Harmônicas
O fluxo dipolar parametrizado como função da direção de chegada é dado por:
Φ(n) =
Φ0
4pi
(1+d ·n). (B.1)
onde d é o vetor do dipolo, com amplitude d, apontando na direção angular (αd,δd).
Escrevendo n em coordenadas celestes (α,δ ) temos que
d ·n = cosδd cosδ cosα cosαd+ cosδd cosδ sinα sinαd+ sinδd sinδ
= cosδd cosδ cos(α−αd)+ sinδd sinδ .
(B.2)
As componentes dipolares equatorial, d⊥, e ao longo do eixo de rotação da Terra,
dz, são dadas, respectivamente, por d⊥ = d cosδd e dz = d sinδd .
B.1 Componente equatorial
As amplitudes das primeiras harmônicas em ascensão reta são dadas por
aα1 =
2
N
∫ δmax
δmin
dδ
∫ 2pi
0
dα cosδΦ(α,δ )ω(δ )cosα (B.3)
e
bα1 =
2
N
∫ δmax
δmin
dδ
∫ 2pi
0
dα cosδΦ(α,δ )ω(δ )sinα. (B.4)
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Substituindo a equação B.1 em B.3:
aα1 =
2Φ0
4piN
∫
dδ
∫ 2pi
0
dα cosδω(δ )(1+d ·n)cosα
=
Φ0
2piN
∫
dδ
∫ 2pi
0
dα cosδω(δ )(1+d cosδd cosδ cos(α−αd)+d sinδd sinδ )cosα
=
Φ0
2piN
∫
dδ
∫
dα cosδω(δ )(1+d⊥ cosδ cos(α−αd)+dz sinδ )cosα
=
Φ0
2N
d⊥ cosαd
∫
dδ cos2 δω(δ ).
(B.5)
De forma análoga, a partir da equação B.4:
bα1 =
2Φ0
4piN
∫
dδ
∫ 2pi
0
dα cosδω(δ )(1+d ·n)sinα
=
Φ0
2piN
∫
dδ
∫
dα cosδω(δ )(1+d⊥ cosδ cos(α−αd)+dz sinδ )sinα
=
Φ0
2N
d⊥ sinαd
∫
dδ cos2 δω(δ ).
(B.6)
O fator de normalização:
N =
∫ δmax
δmin
dδ
∫ 2pi
0
dαω(δ )cosδΦ(α,δ )
=
Φ0
4pi
∫
dδ
∫ 2pi
0
dαω(δ )cosδ (1+d ·n)
=
Φ0
4pi
∫
dδ
∫ 2pi
0
dαω(δ )cosδ (1+d⊥ cosδ cos(α−αd)+dz sinδ )
=
Φ0
4pi
2pi
∫
dδω(δ )cosδ (1+dz sinδ )
=
Φ0
2
(∫
dδω(δ )cosδ +dz
∫
dδω(δ )cosδ sinδ
)
.
(B.7)
Substituindo o fator de normalização nas equações B.5 e B.6:
aα1 =
d⊥ cosαd
∫
dδω(δ )cos2 δ∫
dδω(δ )cosδ +dz
∫
dδω(δ )cosδ sinδ
(B.8)
e
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bα1 =
d⊥ sinαd
∫
dδω(δ )cos2 δ∫
dδω(δ )cosδ +dz
∫
dδω(δ )cosδ sinδ
. (B.9)
Definindo:
A=
∫
dδω(δ )cos2 δ∫
dδω(δ )cosδ
e B=
∫
dδω(δ )cosδ sinδ∫
dδω(δ )cosδ
, (B.10)
as amplitudes podem ser escritas como:
aα1 =
Ad⊥ cosαd
1+Bdz
e bα1 =
Ad⊥ sinαd
1+Bdz
. (B.11)
A amplitude rα1 é dada por:
(rα1 )
2 =
(
Ad⊥
1+Bdz
)2
(B.12)
⇒ rα1 =
∣∣∣∣ Adz1+Bdz
∣∣∣∣ (B.13)
Fazendo as aproximações:
A≈ 〈cosδ 〉 e B≈ 〈sinδ 〉 (B.14)
rα1 =
∣∣∣∣ d⊥ 〈cosδ 〉1+dz 〈sinδ 〉
∣∣∣∣ (B.15)
como dz 〈sinδ 〉  1:
rα1 = d⊥| 〈cosδ 〉 |. (B.16)
Portanto, a componente equatorial do dipolo é dada por:
d⊥ =
rα1
| 〈cosδ 〉 | . (B.17)
B.2 Componente ao longo do eixo de rotação da Terra
Escrevendo a direção angular de chegada, n, na equação B.1 em coordenadas locais
(θ ,φ ,α0), o produto d ·n é dado por:
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d ·n = sinδd(cosθ sin lobs+ sinθ cos lobs sinφ)
+cosδd cosαd(−sinθ cosφ sinα0+ cosθ cos lobs cosα0− sinθ sin lobs sinφ cosα0)
+cosδd sinαd(sinθ cosφ cosα0+ cosθ cos lobs sinα0− sinθ sin lobs sinφ sinα0).
(B.18)
As amplitudes das primeiras harmônicas em azimute são dadas por:
aφ1 =
2
N
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθΦ(θ ,φ ,α0)cosφ (B.19)
e
bφ1 =
2
N
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθΦ(θ ,φ ,α0)sinφ . (B.20)
Substituindo a equação B.1 na equação B.20:
aφ1 =
2Φ0
4piN
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθ(1+d ·n)cosφ
= 0.
(B.21)
De forma análoga,
bφ1 =
2Φ0
4piN
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθ(1+d ·n)sinφ
=
Φ0
2piN
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sin2θdz cos lobs sin2φ
=
Φ0dz
2piN
2pi cos lobs
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sin2θ sin2φ
=
Φ0dz
N
pi cos lobs
∫ θmax
θmin
dθ sin2θ .
Definindo a notação
f (θ)≡
∫ θmax
θmin
dθ sinθ f (θ), (B.22)
podemos escrever
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bφ1 =
piΦ0dz
N
cos lobssinθ . (B.23)
O fator de normalizaçãoN será dado por:
N =
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθΦ(θ ,φ ,α0)
=
Φ0
4pi
∫ 2pi
0
dα0
∫ 2pi
0
dφ
∫ θmax
θmin
dθ sinθ(1+d ·n)
=
Φ0
4pi
(2pi)2
∫ θmax
θmin
dθ sinθ(1+dz cosθ sin lobs)
= piΦ0(1+dz sin lobscosθ).
(B.24)
Substituindo a equação B.24 em B.6:
bφ1 =
dz cos lobssinθ
1+dz sin lobscosθ
. (B.25)
Fazendo as aproximações:
sinθ
1
≈ 〈sinθ〉 e cosθ
1
≈ 〈cosθ〉 , (B.26)
bφ1 =
dz cos lobs 〈sinθ〉
1+dz sin lobs 〈cosθ〉 . (B.27)
Como dz sin lobs 〈cosθ〉  1, a componente ao longo do eixo de rotação da Terra é
dada por:
dz =
bφ1
cos lobs 〈sinθ〉 . (B.28)
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Apêndice C
Probabilidades
C.1 Probabilidade para a amplitude em ascensão reta
Os coeficientes aαk e b
α
k seguem uma distribuição gaussiana centrada em zero. Dessa
forma, a função densidade de probabilidade é dada por:
ρ(aαk ,b
α
k ) =
{
1√
2piσ
exp
[
−(a
α
k )
2
2σ2
]}{
1√
2piσ
exp
[
−(b
α
k )
2
2σ2
]}
=
1
2piσ2
exp
[
−(a
α
k )
2+(bαk )
2
2σ2
]
.
(C.1)
Entretanto, (aαk )
2+(bαk )
2 = (rαk )
2. Portanto, a densidade de probabilidade em fun-
ção da amplitude rαk do dipolo é dada por:
ρ(rαk ) =
1
2piσ2
exp
[
−(r
α
k )
2
2σ2
]
. (C.2)
Portanto, a probabilidade de uma amplitude maior ou igual a rαk resultar de uma
distribuição isotrópica de direções de chegada é dada por:
P(≥ rαk ) =
∫ 2pi
0
∫ ∞
rαk
rρ(r)drdφ . (C.3)
Integrando:
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P(≥ rαk ) =
1
2piσ2
∫ 2pi
0
dφ
∫ ∞
rαk
r exp
[
− r
2
2σ2
]
dr
=
1
σ2
∫ ∞
rαk
r exp
[
− r
2
2σ2
]
dr
= exp
[
−(r
α
k )
2
2σ2
]
,
(C.4)
mas σ =
√
2
N , portanto:
P(≥ rαk ) = exp
[
−N (r
α
k )
2
4
]
. (C.5)
C.2 Probabilidade em azimute
Devido ao fato de que os coeficientes aφk e b
φ
k seguem distribuições gaussianas, a
função densidade de probabilidade para o coeficiente aφk é dada por:
ρ(aφk ) =
1√
2piσ
exp
[
−(a
φ
k )
2
2σ2
]
. (C.6)
A probabilidade de que uma amplitude menor ou igual a |aφk | resulte de uma distri-
buição isotrópica de direções de chegada é dada por:
P(≤ |aφk |) =
1√
2piσ
∫ |aφk |
−|aφk |
exp
[
− a
2
2σ2
]
da
=
√
2
pi
1
σ
∫ |aφk |
0
exp
[
− a
2
2σ2
]
da.
(C.7)
Usando o resultado:
∫ a
0
exp
[
− x
2
2σ2
]
dx=
√
pi
2
σ erf
(
a√
2σ
)
, (C.8)
onde erf(x) é a função erro, obtemos.
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P(≤ |aφk |) = erf
(
|aφk |√
2σ
)
= erf
(
|aφk |
√
N
2
)
.
(C.9)
Portanto, a probabilidade de uma amplitude maior ou igual a |aφk | resultar de uma
distribuição isotrópica de direções de chegada é dada por:
P(≥ |aφk |) = 1− erf
(
|aφk |
√
N
2
)
. (C.10)
De forma análoga,
P(≥ |bφk |) = 1− erf
(
|bφk |
√
N
2
)
. (C.11)
105
Apêndice D
Incerteza na amplitude da análise de
Rayleigh em ascensão reta
D.1 Distribuição de Rice
A amplitude da análise de Rayleigh em ascensão reta é dada por
rαk =
√
(aαk )
2+(bαk )
2.
Como ela representa a amplitude de um vetor bidimensional, cujas coordenadas cartesianas são
variáveis normais e a média pode ser diferente de zero, a amplitude segue uma distribuição de
Rice.
A distribuição de Rice é dada por:
f (x|ν ,σ) = x
σ2
exp
(
−(x
2+ν2)
2σ2
)
I0
( xν
σ2
)
, (D.1)
onde I0 é a função de Bessel modificada de ordem zero, σ é a incerteza estatística e ν é a média
da distribuição. Se integrarmos a equação D.1 entre 0 e infinito, a integral é igual a 1. Podemos
ver o comportamento dessa função na Figura D.1, para quatro valores distintos de ν .
Como a distribuição não é simétrica, σ à esquerda não é igual a σ à direita. Vamos
definir σ− como σ à esquerda e σ+ como σ à direita. Fazendo r = x na relação D.1, definimos:
r− = ν−σ−
r+ = ν+σ+,
(D.2)
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Figura D.1: Distribuição de Rice para quatro valores de médias e uma incerteza σ = 1.
onde ν é valor médio encontrado para a amplitude através da reconstrução pelo método de
Rayleigh.
Para determinar a incerteza da amplitude são determinados os dois valores, r− e r+
que satisfazem as seguintes condições:
• f (r+|ν ,σ) = f (r−|ν ,σ), ou seja, as densidades de probabilidade em r− e em r+ são
iguais;
• ∫ r+r− f (r|ν ,σ)dr = 0.68, ou seja, ao integrar a densidade de probabilidade de r− até r+,
garantimos um intervalo de 68% de confiança.
Uma vez determinados os valores de r− e r+, invertemos as relações D.2 para de-
terminar σ− e σ+. Dessa forma, recuperamos a amplitude r a partir da análise de Rayleigh e
as incertezas estatísticas com esse método e obtemos r+σ+−σ− . Note que, a distribuição possui um
limite inferior à esquerda, pois r ≥ 0, portanto, temos que σ+ > σ−.
107
Apêndice E
Reconstrução tridimensional de uma
anisotropia dipolar
O fluxo dipolar pode ser parametrizado como:
Φ(n) =
Φ0
4pi
(1+d ·n) (E.1)
onde d ·n = dx sinθ cosϕ+dy sinθ sinϕ+dz cosθ .
Os momentos de ordem zero e de primeira ordem da intensidade de raios cósmicos
são dados por:
I0 =
∫ θmax
θmin
dθ sinθ
∫ 2pi
0
dϕΦ(n) (E.2)
I0 =
∫ θmax
θmin
dθ sinθ
∫ 2pi
0
dϕnΦ(n), (E.3)
onde θ e φ representam as coordenadas esféricas. A coordenada angular θ é medida a partir do
Polo Norte e, como a declinação é medida a partir do equador, elas são relacionadas por uma
diferença de fase de 90◦ (Figura E.1):
θ =
pi
2
−δ (E.4)
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Figura E.1: Coordenadas angulares θ e δ , que são relacionadas por θ = pi/2−δ .
Tomando como eixo x a direção do ponto Vernal, temos que ϕ corresponde a ascen-
são reta.
E.1 Cobertura total do céu
Em caso de cobertura total do céu, θ varia de 0◦ a 180◦ e substituindo E.1 nas
integrais E.2 e E.3 obtemos:
I0 =
Φ0
4pi
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ(1+d ·n)
=
Φ0
4pi
[∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ +
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθd ·n
]
=
Φ0
4pi
[
4pi+
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ(dx sinθ cosϕ+dy sinθ sinϕ+dz cosθ)
]
= Φ0,
(E.5)
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Ix =
Φ0
4pi
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ(sinθ cosϕ)(1+d ·n)
=
Φ0
4pi
[∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sin2θ cosϕ+
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sin2θ cosϕd ·n
]
=
Φ0
4pi
[
0+
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sin2θ cosϕ(dx sinθ cosϕ+dy sinθ sinϕ+dz cosθ)
]
=
Φ0
4pi
dx
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
cos2ϕdθ sin3θ
=
Φ0
4pi
dx
4pi
3
=
Φ0dx
3
,
(E.6)
Iy =
Φ0
4pi
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ(sinθ sinϕ)(1+d ·n)
=
Φ0
4pi
[∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sin2θ sinϕ+
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sin2θ sinϕd ·n
]
=
Φ0
4pi
[
0+
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sin2θ sinϕ(dx sinθ cosϕ+dy sinθ sinϕ+dz cosθ)
]
=
Φ0
4pi
dy
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
sin2ϕdθ sin3θ
=
Φ0
2
dy
4pi
3
=
Φ0dy
3
,
(E.7)
e
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Iz =
Φ0
4pi
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ(cosθ)(1+d ·n)
=
Φ0
4pi
[∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ cosθ +
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ cosθd ·n
]
=
Φ0
4pi
[
0+
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ cosθ(dx sinθ cosϕ+dy sinθ sinϕ+dz cosθ)
]
=
Φ0
4pi
dz
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dθ sinθ cos2θ
=
Φ0
2
dz
4pi
3
=
Φ0dz
3
.
(E.8)
Portanto,
I0 =Φ0 e I =
Φ0
3
d. (E.9)
E.2 Cobertura parcial do céu
Em caso de cobertura parcial do céu, temos um θmax e um θmin, que correspondem
a uma declinação mínima e uma declinação máxima. Para esse caso, substituindo a equação
E.1 na equação E.2 obtemos:
I0 =
Φ0
4pi
∫ θmax
θmin
dθ sinθ
∫ 2pi
0
dϕ(1+d ·n)
=
Φ0
4pi
2pi
∫ θmax
θmin
dθ sinθ(1+dz cosθ)
=
Φ0
2
(
−cosθ |θmaxθmin −
dz
2
cos2θ |θmaxθmin
)
=
Φ0
2
[
(cosθmin− cosθmax)+ dz2 (cos
2θmin− cos2θmax)
]
=
Φ0
4
(cosθmin− cosθmax)[2+dz(cosθmin+ cosθmax)].
Definindo:
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b = cosθmin− cosθmax
s = cosθmin+ cosθmax
p = cosθmin× cosθmax
γ =
s2− p
3
,
(E.10)
temos que:
I0 =
Φ0b
4
(2+ sdz). (E.11)
A partir da equação E.3:
Ix =
Φ0
4pi
∫ θmax
θmin
dθ sinθ
∫ 2pi
0
dϕ sinθ cosϕ(1+d ·n)
=
Φ0
4pi
dx
∫ θmax
θmin
dθ sin3θ
∫ 2pi
0
dϕ cos2ϕ
=
Φ0
4
dx
∫ θmax
θmin
dθ sin3θ
=
Φ0
4
[
−cosθ + cos
3θ
3
)
]θmax
θmin
dx
=
Φ0
4
[
(cosθmin− cosθmax)− cos
3θmin− cos3θmax
3
]
dx
=
Φ0
4
[
(cosθmin− cosθmax)+
−(cosθmin− cosθmax)(cos
2θmin+ cos2θmax+ cosθmin cosθmax)
3
]
dx
=
Φ0
4
(cosθmin− cosθmax)
(
1− (cosθmin+ cosθmax)
2− cosθmin cosθmax
3
)
dx.
=
Φ0b
4
(1− γ)dx.
(E.12)
De forma análoga, para a componente y temos que:
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Iy =
Φ0
4pi
∫ θmax
θmin
dθ sinθ
∫ 2pi
0
dϕ sinθ sinϕ(1+d ·n)
=
Φ0
4pi
dy
∫ θmax
θmin
dθ sin3θ
∫ 2pi
0
dϕ sin2ϕ
=
Φ0
4
dy
∫ θmax
θmin
dθ sin3θ
=
Φ0
4
[
−cosθ + cos
3θ
3
)
]θmax
θmin
dy
=
Φ0
4
[
(cosθmin− cosθmax)− cos
3θmin− cos3θmax
3
]
dy
=
Φ0
4
[
(cosθmin− cosθmax)+
−(cosθmin− cosθmax)(cos
2θmin+ cos2θmax+ cosθmin cosθmax)
3
]
dy
=
Φ0
4
(cosθmin− cosθmax)
(
1− (cosθmin+ cosθmax)
2− cosθmin cosθmax
3
)
dy
=
Φ0b
4
(1− γ)dy.
(E.13)
E para a componente z:
Iz =
Φ0
4pi
∫ θmax
θmin
dθ sinθ
∫ 2pi
0
dϕ cosθ(1+d ·n)
=
Φ0
2
∫ θmax
θmin
dθ sinθ(cosθ +dz cos2θ)
=
Φ0
2
[
−cos
2θ
2
−dz cos
3θ
3
]θmax
θmin
=
Φ0
4
(cosθmin− cosθmax)×
×
[
(cosθmin+ cosθmax)+2
(cosθmin+ cosθmax)2− cosθmin cosθmax
3
dz
]
=
Φ0b
4
(s+2γdz).
(E.14)
Em resumo:
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I0 =
Φ0b
4
(2+ sdz)
Ix =
Φ0b
4
(1− γ)dx
Iy =
Φ0b
4
(1− γ)dy
Iz =
Φ0b
4
(s+2γdz)
(E.15)
Invertendo as relações E.15:
Φ0b
4
=
I0
2+ sdz
, (E.16)
substituindo na integral Iz,
Iz =
sI0+2γI0dz
2+ sdz
(E.17)
⇒ 2Iz+ sIzdz = sI0+2γI0dz (E.18)
∴ dz =
sI0−2Iz
sIz−2γI0 . (E.19)
Substituindo a equação E.19 em E.16:
Φ0b
4
=
I0
2+ s
2I0−2sIz
sIz−2γI0
=
I0(sIz−2γI0)
2sI0−4γI0+ s2I0−2sIz
=
(sIz−2γI0)
s2− γ
=
(sIz−2γI0)
3γ+ p−4γ
=
(sIz−2γI0)
p− γ ,
pois
γ =
s2− p
3
⇒ s2 = 3γ+ p.
Portanto,
114
Ix =
γ−1
γ− p(sIz−2γI0)dx (E.20)
∴ dx =
Ix
sIz−2γI0
γ− p
γ−1 . (E.21)
De forma análoga,
dy =
Iy
sIz−2γI0
γ− p
γ−1 . (E.22)
Portanto, as componentes do dipolo são dadas por:
dx =
Ix
sIz−2γI0
γ− p
γ−1 ,
dy =
Iy
sIz−2γI0
γ− p
γ−1 ,
dz =
sI0−2Iz
sIz−2γI0 .
(E.23)
A amplitude d do dipolo é dada por:
d2 = d2x +d
2
y +d
2
z . (E.24)
Substituindo as relações E.23:
d2 =
(
γ−p
γ−1
)2
(I2x + I
2
y )+(sI0−2Iz)2
(2γI0− sIz)2 . (E.25)
Substituindo as integrais pelas somas sobre todos os eventos:
S0 =
N
∑
k=1
1
ω(nk)
e S =
N
∑
k=1
nk
ω(nk)
, (E.26)
onde ω(nk) é a exposição direcional calculada na direção nk do k-ésimo evento, temos que a
amplitude do dipolo é dada por:
d2 =
(
γ−p
γ−1
)2
(S2x+S
2
y)+(sS0−2Sz)2
(2γS0− sSz)2 . (E.27)
A direção angular para a qual o dipolo aponta, (αd,δd), é obtida através das rela-
ções:
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d = (dx,dy,dz) = (d cosδd cosαd,d cosδd sinαd,d sinδd), (E.28)
∴ αd = arctan
(
dy
dx
)
e δd = arcsin
(
dz
d
)
(E.29)
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Apêndice F
Simulações de distribuições dipolares e
reconstrução do vetor dipolo em faixas de
declinação
F.1 Simulações de direções segundo uma distribuição dipolar
As simulações são feitas inicialmente segundo uma distribuição dipolar de direções
de chegada com o vetor dipolo apontando para o Polo Norte celeste e, posteriormente, rodando
a direção do vetor dipolo de maneira a apontar para a direção observada nos dados.
Primeiramente, vamos supor uma distribuição dipolar na forma:
Φ(n) =
Φ0
4pi
(1+d ·n), (F.1)
onde d é o vetor dipolo, com amplitude d, e n é uma direção unitária qualquer no céu.
No caso de um dipolo apontando na direção do Polo Norte celeste, o produto escalar
na equação F.1 é dado por d ·n = d cosθ 1.
O primeiro método utilizado é o método da inversão, que consiste em determinar as
funções que os ângulos θ e φ de cada evento simulado devem satisfazer. Fazendo x = cosθ e
integrando a equação F.1, obtemos:
∫ φ∗
0
∫ x∗
−1
1+ xd
4pi
dxdφ =
∫ v∗
0
∫ u∗
0
dudv (F.2)
1Nesse caso, θ é o ângulo das coordenadas esféricas, medido a partir do eixo z (Polo Norte celeste) até a direção
n considerada. O ângulo φ é o ângulo no plano xy, medido a partir do ponto vernal.
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Portanto,
φ∗ = 2piv∗ e x∗ =
−1+√1+d2+4du∗−2d
d
, (F.3)
onde u∗ e v∗ são números aleatórios uniformemente distribuídos entre 0 e 1.
Assim, as coordenadas θ ∗ e φ∗2 de cada evento simulado devem satisfazer:
θ ∗ = arccosx∗ e φ∗ = 2piv∗. (F.4)
Em termos de coordenadas equatoriais temos:
δ ∗ =
pi
2
−θ ∗ e α∗ = φ∗. (F.5)
A Figura F.1 mostra o exemplo com 10000 eventos simulados, com uma distribuição
dipolar com amplitude d = 1 e apontando para o Polo Norte.
Figura F.1: Projeção de Aitoff do céu, em coordenadas equatoriais, α e δ , para 10000 eventos
simulados usando uma distribuição dipolar, com amplitude d = 1 e apontando para o Polo Norte
celeste.
O próximo passo é aplicar a matriz de rotação para que a distribuição dipolar aponte
para a direção desejada. Sendo αd e δd as coordenadas angulares da direção do vetor dipolo
2As coordenadas com sobrescrito ∗ indicam as coordenadas de um evento simulado.
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que desejamos simular, as componentes do vetor unitário D, que representa a direção do vetor
dipolo, são dadas por:
Dx = cosδd cosαd
Dy = cosδd sinαd
Dz = sinδd.
(F.6)
A matriz de rotação é dada por:
R=

−Dy√
1−D2z
−DxDz√
1−D2z
Dx
Dx√
1−D2z
−DyDz√
1−D2z
Dy
0
√
1−D2z Dz
 . (F.7)
A direção de cada um dos eventos, com coordenadas angulares θ ∗ e φ∗ antes da
rotação, é dada por:

sinθ ∗ cosφ∗
sinθ ∗ sinφ∗
cosθ ∗
 . (F.8)
Para realizar a rotação da distribuição dipolar, aplicamos a matriz de rotação R no
vetor F.8, para cada um dos eventos simulados. A Figura F.2 representa uma simulação com
10000 eventos para um dipolo com amplitude d = 1 após ser rotacionado para o centro da
galáxia, ou seja, αd = 266◦ e δd =−29◦.
O próximo passo é aplicar para as direções simuladas a exposição do Observatório
Pierre Auger. Calculamos a exposição através da relação:
ω(δ ) = cos lobs cosδ sinαmax+αmax sin lobs sinδ (F.9)
onde
αmax =

0, se ξ > 1
pi, se ξ <−1
arccosξ , caso contrário
(F.10)
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e ξ = cosθmax−sin lobs sinδcos lobs cosδ , onde lobs é a latitude do observatório. No caso do Observatório Pierre
Auger, lobs =−35.2◦. O ângulo θmax é o ângulo zenital máximo considerado na análise, sendo
esse um ângulo local, definido conforme a Seção 2.3.
Figura F.2: Projeção de Aitoff em coordenadas equatoriais, para 10000 eventos simulados
usando uma distribuição dipolar, com amplitude d = 1 e apontando para o centro da galáxia. O
ponto vermelho indica a direção angular do centro da galáxia.
Dessa forma, podemos calcular a exposição relativa, ωrel(δ ), que é definida como
a exposição em cada ponto dividida pela exposição máxima no céu. A exposição relativa é
uma função adimensional, que assume valores entre 0 e 1. Implementamos, então, o método da
rejeição, que consiste em sortear um novo número aleatório, uniformemente distribuído entre 0
e 1, para cada um dos eventos simulados. Se esse número for menor que a exposição relativa na
declinação do evento em questão, ele é selecionado, caso contrário, o evento é descartado.
A Figura F.3 mostra o efeito da exposição sobre as direções representadas na Figura
F.2, utilizando um ângulo zenital máximo de 80◦. O vetor dipolo tem amplitude d = 1 e aponta
para o centro da galáxia. Antes da exposição ser aplicada, foram simulados 10000 eventos, e,
após a aplicação da exposição, restaram 5107 eventos dentro do campo de visão do Observatório
Pierre Auger.
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Figura F.3: Projeção de Aitoff, em coordenadas equatoriais, para eventos simulados com uma
distribuição dipolar, com amplitude d= 1 e apontando para o centro da galáxia, após a aplicação
da exposição. Inicialmente foram simulados 10000 eventos e, após a aplicação da exposição,
restaram 5107 eventos. O ponto vermelho indica a direção angular do centro da galáxia.
F.2 Reconstrução do vetor dipolo em larga escala angular
Para realizar a reconstrução do vetor dipolo para larga escala angular aplicamos o
procedimento descrito na seção anterior, usando os dados da Tabela F.1. Foram sorteados mil
conjuntos de direções seguindo uma distribuição dipolar, cada um com o número de eventos
igual ao observado em cada faixa de energia utilizada. Para eventos simulados para a faixa
de energia entre 4 e 8 EeV, usamos uma amplitude d = 0.013, apontando na direção angular
αd = 65◦ e δd =−81◦, de tal maneira que, após a aplicação da exposição, fossem selecionados
81701 eventos. Após as mil simulações e as respectivas reconstruções do vetor dipolo serem
realizadas, foram feitos histogramas para as amplitudes e coordenadas angulares reconstruídas
nas simulações. Esses histogramas estão mostrados nas Figuras F.4, F.5 e F.6.
Para determinar a incerteza estatística associada a cada um dos parâmetros (ampli-
tude, ascensão reta e declinação), foi tomada a média da distribuição, após as mil simulações,
do parâmetro em questão e calculado o intervalo, centrado na média, para o qual 68% das re-
construções das simulações ficavam dentro. Esses intervalos estão indicados nas Figuras F.4,
F.5, F.6, F.7, F.8, F.9, F.10, F.11, F.12, F.13, F.14 e F.15.
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Tabela F.1: Resultados em larga escala angular para o método de reconstrução tridimensional
de uma anisotropia dipolar. Estes dados são extraídos da Tabela 4.12.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 81701 0.013±0.010 65±124 −81±28
> 8 32187 0.087±0.019 108±12 −49±10
O valor médio da amplitude reconstruída nas simulações para a faixa de energia en-
tre 4 e 8 EeV foi de 0.022±0.010. Portanto, a amplitude reconstruída para o conjunto de dados
observados (d = 0.013± 0.010) cai dentro do intervalo de confiança de 68%. Para essa faixa
de energia, como não existe indício de uma anisotropia dipolar significativa, as simulações tive-
ram reconstruções para ascensão reta em todo o intervalo de 0◦ a 360◦. Um efeito semelhante
ocorre na declinação, mas o efeito é menor, pois temos dz > d⊥, ou seja, é esperado um efeito
ligeiramente maior de anisotropia para a projeção ao longo do eixo de rotação da Terra.
Figura F.4: Histograma para a amplitude do dipolo reconstruído com simulações para a faixa
de energia entre 4 e 8 EeV. Foram sorteados mil conjuntos de eventos com número de direções
igual ao observado. Foi utilizado um vetor dipolo de amplitude d = 0.013, apontando na dire-
ção angular αd = 65◦ e δd = −81◦. A linha vermelha indica a amplitude reconstruída com o
conjunto de dados observado, a linha preta contínua indica a média das reconstruções simuladas
e as linhas pretas pontilhadas indicam o intervalo para a incerteza estatística.
A faixa de energia acima de 8 EeV apresenta uma anisotropia dipolar significativa
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Figura F.5: Histograma para a ascensão reta do dipolo reconstruído para mil conjuntos de even-
tos com número de direções igual ao observado, para a faixa de energia entre 4 e 8 EeV. A linha
vermelha indica a ascensão reta reconstruída com o conjunto de dados observado, a linha preta
contínua indica a média das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam o
intervalo para a incerteza estatística.
na distribuição das direções de chegada de raios cósmicos. Foram realizadas mil simulações
de conjuntos de direções seguindo uma distribuição dipolar, usando um vetor dipolo com am-
plitude d = 0.087, apontando na direção angular αd = 108◦ e δd = −49◦, de tal maneira que,
após aplicada a exposição, fossem selecionados 32187 eventos. Para cada conjunto de direções
simulado, após aplicada a exposição, foi reconstruído o vetor dipolo. Os histogramas para as
amplitudes e as coordenadas angulares reconstruídas são apresentados nas Figuras F.7, F.8 e
F.9.
Para essa faixa de energia, tanto a amplitude quanto as coordenadas angulares re-
construídas com o conjunto de dados reais ficam dentro do intervalo de confiança de 68%.
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Figura F.6: Histograma para a declinação do dipolo reconstruído para mil conjuntos de eventos
com número de direções igual ao observado, faixa de energia entre 4 e 8 EeV. A linha vermelha
indica a amplitude reconstruída com o conjunto de dados observado, a linha preta contínua
indica a média das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam o intervalo
para a incerteza estatística.
Figura F.7: Histograma para a amplitude do dipolo reconstruído com simulações para a faixa
de energia acima de 8 EeV. Foram sorteados mil conjuntos de eventos com número de direções
igual ao observado. Foi utilizado um vetor dipolo de amplitude d= 0.087, apontando na direção
angular αd = 108◦ e δd = −49◦. A linha vermelha indica a amplitude reconstruída com o
conjunto de dados observado, a linha preta contínua indica a média das reconstruções simuladas
e as linhas pretas pontilhadas indicam o intervalo para a incerteza estatística.
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Figura F.8: Histograma para a ascensão reta do dipolo reconstruído para mil conjuntos de even-
tos com número de direções igual ao observado, para a faixa de energia acima de 8 EeV. A
linha vermelha indica a amplitude reconstruída com o conjunto de dados observado, a linha
preta contínua indica a média das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indi-
cam o intervalo para a incerteza estatística.
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Figura F.9: Histograma para a declinação do dipolo reconstruído para mil conjuntos de eventos
com número de direções igual ao observado, para a faixa de energia acima de 8 EeV. A linha
vermelha indica a amplitude reconstruída com o conjunto de dados observado, a linha preta
contínua indica a média das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam o
intervalo para a incerteza estatística.
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F.3 Reconstrução do vetor dipolo em faixas de declinação
O procedimento descrito na Seção F.1 para a simulação de um dipolo foi imple-
mentado para as amplitudes e direções angulares apresentadas na Tabela F.1. Foram realizadas
1000 simulações de conjuntos de direções para cada faixa de energia (entre 4 e 8 EeV e acima
de 8 EeV). Cada simulação para a faixa de energia entre 4 e 8 EeV sorteou eventos com uma
distribuição dipolar considerando um vetor dipolo com amplitude d = 0.013 e direção angular
αd = 65◦ e δd =−81◦, de forma que, após a aplicação da exposição, fossem selecionados 81701
eventos. Para a faixa de energia acima de 8 EeV, cada simulação considerava um dipolo com
amplitude d = 0.087, apontando na direção angular αd = 108◦ e δd =−49◦ e, após a aplicação
da exposição, eram selecionados 32187 eventos.
Após cada simulação, o céu foi fatiado nas cinco faixas de declinação definidas no
Capítulo 4: −90◦ < δ <−54.3◦, −54.3◦ < δ <−36◦, −36◦ < δ <−19◦, −19◦ < δ < 0.5◦ e
0.5◦ < δ < 45◦. Para cada uma das faixas de declinação, foi aplicado o método de reconstrução
tridimensional apresentado na Seção 4.3.2. As Figuras F.10 e F.13 apresentam histogramas das
amplitudes reconstruídas nas simulações, para as faixas de energia entre 4 e 8 EeV e acima
de 8 EeV, respectivamente, enquanto a linha vermelha indica a amplitude reconstruída com o
conjunto de dados observado, apresentado nas Tabelas F.2, F.3, F.4, F.5 e F.6.
Tabela F.2: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando o
método de reconstrução tridimensional para eventos com−90◦ < δ <−54.3◦. Dados extraídos
da Tabela 4.13.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16271 0.542±0.081 93±123 −84±77
> 8 6411 0.106±0.163 135±51 8±70
Tabela F.3: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando o
método de reconstrução tridimensional para eventos com−54.3◦ < δ <−36◦. Dados extraídos
da Tabela 4.14.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16338 0.031±0.073 75±124 −25±82
> 8 6510 0.138±0.122 83±29 −48±62
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Tabela F.4: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando o
método de reconstrução tridimensional para eventos com −36◦ < δ < −19◦. Dados extraídos
da Tabela 4.15.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16556 0.133±0.060 28±128 −88±80
> 8 6514 0.462±0.102 104±22 −83±61
Tabela F.5: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando o
método de reconstrução tridimensional para eventos com−19◦ < δ < 0.5◦. Dados extraídos da
Tabela 4.16.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16345 0.071±0.047 55±123 −81±76
> 8 6535 0.203±0.074 101±18 70±50
Tabela F.6: Resultados para a amplitude e direção angular de uma anisotropia dipolar usando o
método de reconstrução tridimensional para eventos com 0.5◦ < δ < 45◦. Dados extraídos da
Tabela 4.17.
E [EeV] N d αd [◦] δd [◦]
4-8 16191 0.014±0.041 107±119 21±50
> 8 6217 0.178±0.065 122±24 −75±34
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Figura F.10: Histogramas para a amplitude do dipolo reconstruído em cada uma das faixas de
declinação para os conjuntos de dados com energia entre 4 e 8 EeV. Foram realizadas simula-
ções para 1000 conjuntos de direções com uma distribuição dipolar com amplitude d = 0.013
e direção angular αd = 65◦ e δd = −81◦, com 81701 eventos selecionados após a aplicação
da exposição. Cada um dos conjuntos de direções simulados foi fatiado em cinco faixas de
declinação e foram reconstruídos o vetor dipolo em cada faixa. As linhas vermelhas indicam as
amplitudes reconstruídas com os conjuntos de dados observados, as linha pretas contínuas indi-
cam as médias das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam os intervalos
para as incertezas estatísticas.
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Figura F.11: Histogramas para a ascensão reta do dipolo reconstruído em cada uma das faixas
de declinação, para eventos com energia entre 4 e 8 EeV. As linhas vermelhas indicam as am-
plitudes reconstruídas com os conjuntos de dados observados, as linha pretas contínuas indicam
as médias das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam os intervalos para
as incertezas estatísticas.
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Figura F.12: Histogramas para a declinação do dipolo reconstruído em cada uma das faixas de
declinação, para eventos com energia entre 4 e 8 EeV. As linhas vermelhas indicam as amplitu-
des reconstruídas com os conjuntos de dados observados, as linha pretas contínuas indicam as
médias das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam os intervalos para as
incertezas estatísticas.
Após serem realizadas mil simulações para a faixa com declinações entre −90◦
e −54.3◦, observamos que existe uma probabilidade de 0.4% da amplitude reconstruída ser
maior ou igual a 0.542, conforme a Figura F.10. Portanto, o valor encontrado para a amplitude
para essa faixa de declinação com o conjunto de dados observado possivelmente corresponde
a uma flutuação estatística. As amplitudes reconstruídas para as outras faixas de declinação se
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encontram dentro do intervalo esperado pelas simulações.
Conforme a Figura F.13, é possível que a amplitude de 0.462 reconstruída com o
conjunto de direções simuladas para a faixa com declinações entre−36◦ e−19◦ também repre-
sente uma flutuação estatística, pois em apenas 2.7% das simulações foram obtidas amplitudes
reconstruídas com valores maiores ou iguais a 0.462.
A Figura F.11 mostra os histogramas para as ascensões retas reconstruídas a partir
das simulações, em faixas de declinação, para eventos com energia entre 4 e 8 EeV. Como
essa faixa de energia não apresenta uma anisotropia significativa (o vetor dipolo tem amplitude
d = 0.013±0.010), tivemos reconstruções de ascensão reta em todo o intervalo de 0◦ a 360◦.
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Figura F.13: Histogramas para a amplitude do dipolo reconstruído em cada uma das faixas de
declinação para eventos com energia acima de 8 EeV. Foram realizadas simulações para 1000
conjuntos de direções com uma distribuição dipolar com amplitude d = 0.087 e direção angu-
lar αd = 108◦ e δd = −49◦, com 32187 eventos selecionados após a aplicação da exposição.
Cada um dos conjuntos de direções simulados foi fatiado em cinco faixas de declinação e foram
reconstruídos o vetor dipolo em cada faixa. As linhas vermelhas indicam as amplitudes recons-
truídas com os conjuntos de dados observados, as linha pretas contínuas indicam as médias das
reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam os intervalos para as incertezas
estatísticas.
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Figura F.14: Histogramas para a ascensão reta do dipolo reconstruído em cada uma das faixas
de declinação, para eventos com energia acima de 8 EeV. As linhas vermelhas indicam as am-
plitudes reconstruídas com os conjuntos de dados observados, as linha pretas contínuas indicam
as médias das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam os intervalos para
as incertezas estatísticas.
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Figura F.15: Histogramas para a declinação do dipolo reconstruído em cada uma das faixas de
declinação, para eventos com energia acima de 8 EeV. As linhas vermelhas indicam as amplitu-
des reconstruídas com os conjuntos de dados observados, as linha pretas contínuas indicam as
médias das reconstruções simuladas e as linhas pretas pontilhadas indicam os intervalos para as
incertezas estatísticas.
Já para os eventos na faixa de energia acima de 8 EeV, a anisotropia é significativa
(d = 0.087± 0.019) em larga escala angular (−90◦ < δ < 45◦), apontando para a direção an-
gular αd = 108◦. Como nas faixas de declinação temos informação completa em ascensão reta,
vemos que os resultados encontrados através das simulações são coerentes com os resultados
obtidos com o conjunto de dados observado.
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As Figuras F.12 e F.15 mostram os histogramas para as declinações reconstruídas
através das simulações. O fato de obtermos declinações reconstruídas em todo o intervalo de
−90◦ a 90◦ é um reflexo do fato de que, ao fatiar o céu em faixas de declinação, temos apenas
informações parciais sobre essa coordenada angular, dificultando a reconstrução.
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Apêndice G
Resolução dos coeficientes estimados
através da expansão multipolar
Seja o fluxo Φ(δ ,α) definido de tal maneira que Φ(δ ,α)dΩ representa o número
total de raios cósmicos que atingem a Terra por km2 por ano em dΩ. Dessa forma, a dimensão
de Φ(δ ,α) é km−2· ano−1· sr−1.
Queremos escrever Φ(δ ,α) como uma expansão multipolar até o termo dipolar
(`max = 1):
Φ(δ ,α) =
1
∑`
=0
`
∑
m=−`
a`mY`m. (G.1)
Os esféricos harmônicos Y`m as relações de ortonormalização:
∫
4pi
dΩY ∗`mY`m = 1. (G.2)
Desta maneira, a dimensão de Y`m é sr−1/2 e a dimensão dos coeficientes a`m é
km−2· ano−1· sr−1/2.
Os coeficientes a`m podem ser recuperados utilizando a relação de completeza dos
esféricos harmônicos:
a`m =
∫
4pi
Φ(δ ,α)Y ∗`mdΩ. (G.3)
Mas o Observatório Pierre Auger tem uma visão parcial do céu.
Assumiremos que o observatório tem uma exposição direcional ω que depende ape-
nas da declinação, ω(δ ). A dimensão de ω(δ ) é km2· ano1. Quando multiplicamos ω(δ ) por
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dΩ, obtemos ω(δ )dΩ que é a exposição do observatório neste dΩ, que tem dimensão de km2·
ano1· sr1. O número de raios cósmicos observados neste dΩ é Φ(δ ,α)ω(δ )dΩ.
O número total observado é
∫
∆ΩΦ(δ ,α)ω(δ )dΩ, onde ∆Ω é o ângulo sólido defi-
nido entre δ ∈ [−pi2 , pi4 ] e α ∈ [−pi,pi].
Normalizamos
∫
∆Ωω(δ )dΩ a 76800 km2· ano1· sr1, que corresponde aos Nobs =
32187 eventos para energia acima de 8 EeV considerados na análise:
∫
∆Ω
ω(δ )dΩ= 76800 km2·ano1·sr1 =Ω0 (G.4)
O número total de raios cósmicos detectados é então:
∫
∆Ω
Φ(δ ,α)ω(δ )dΩ= Nobs = 32187 (G.5)
Assumindo que os coeficientes para ` = 1 são pequenos quando comparados a a00
(a`m << a00), podemos escrever:
∫
∆Ω
a00Y00ω(δ )dΩ = Nobs,
a00√
4pi
∫
∆Ω
ω(Ω)dΩ = Nobs,
a00√
4pi
Ω0 = Nobs,
(G.6)
nos levando à normalização:
a00 =
√
4piNobs
Ω0
. (G.7)
Dessa maneira, a00 tem dimensão de km−2· ano−1· sr−1/2 como esperado.
O próximo passo é calcular as incertezas dos coeficientes.
G.1 Expandindo n(Ω)
Agora expandimos
n(Ω) =Φ(δ ,α)ω(δ ) = ∑`
m
b`mY`m(δ ,α)
e obtemos os coeficientes b`m a partir de
138
b`m = ∑`
′m′
[K]`
′m′
`m a`′m′ (G.8)
onde
[K]`
′m
`m =
∫
∆Ω
dΩY ∗`m(Ω)ω(Ω)Y`′m′(Ω). (G.9)
Os coeficientes b`m são estimados a partir de:
b`m =
N
∑
i=1
Y ∗`m(Ωi). (G.10)
G.2 Estimativa das incertezas
Nós vamos analizar a distribuição angular das N direções detectadas pelo o obser-
vatório no céu. O número de eventos em dΩ é
n(Ω)dΩ=Φ(δ ,α)ω(δ )dΩ. (G.11)
Assim, n(Ω) pode ser considerado como um conjunto distribuído de acordo com
uma distribuição de Poisson com média µ(Ω). Dado um grande número de N eventos distribuí-
dos segundo uma distribuição de Poisson com média µ(Ω), sabemos que 〈n(Ω)〉Poisson = µ(Ω)
e que 〈n(Ω),n(Ω′)〉Poisson = µ(Ω)µ(Ω′)+µ(Ω)δ (Ω,Ω′)1
Primeiro, calculamos a média das estimativas dos coeficientes b`m:
〈b`m〉 =
〈∫
4pi
n(δ ,α)Y ∗`mdΩ
〉
Poisson
=
∫
4pi
µ(δ ,α)Y ∗`mdΩ,
= ∑`
′m′
[K]`
′m′
`m a`′m′,
(G.12)
que nos leva à estimativa:
1Estamos mais familiarizados com var(n(Ω)) = E{n(Ω)2}−{E[n(Ω)]}2 = {[µ(Ω)]2 + µ(Ω)}−{µ(Ω)}2 =
µ(Ω).
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〈a`m〉 = ∑
`1m1
[K−1]`1m1`m ∑
`2m2
[K]`2m2`1m1a`2m2
= ∑
`2m2
a`2m2 ∑
`1m1
[K−1]`1m1`m [K]
`2m2
`1m1
= ∑
`2m2
a`2m2δ (`,`2)δ (m,m2)
= a`m.
(G.13)
Assim, confirmamos que construímos uma estimativa imparcial, sem viés.
Queremos calcular as incertezas em b`m.
Começamos estimando a covariância:
cov(b`m,b`′m′) =
∫
4pi
dΩdΩ′µ(Ω)µ(Ω′)Y ∗`m(Ω)Y
∗
`′m′(Ω
′)
+
∫
4pi
dΩdΩ′µ(Ω)δ (Ω,Ω′)Y ∗`m(Ω)Y
∗
`′m′(Ω
′)−〈b`m〉Poisson 〈b`′m′〉Poisson .
(G.14)
O primeiro e o terceiro termo se cancelam e apenas o segundo contribui:
cov(b`m,b`′m′) =
∫
4pi
dΩdΩ′µ(Ω)δ (Ω,Ω′)Y ∗`m(Ω)Y
∗
`′m′(Ω
′). (G.15)
Usando a função delta para a integral em Ω′, obtemos:
cov(b`m,b`′,m′) =
∫
4pi
dΩµ(Ω)Y ∗`m(Ω)Y
∗
`′m′(Ω). (G.16)
Já que
µ(Ω) = n(Ω) =Φ(Ω)ω(Ω) = ∑
`1m1
a`1m1Y`1m1(Ω)ω(Ω),
temos
cov(b`m,b`′m′) = ∑
`1m1
a`1m1
∫
4pi
dΩY ∗`m(Ω)ω(Ω)Y`1m1(Ω)Y
∗
`′m′(Ω). (G.17)
Como estamos estudando pequenos desvios da isotropia, podemos considerar que
apenas o termo de ordem 0 a00 é relevante na expressão acima (a`m << a00). Então, podemos
escrever:
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cov(b`m,b`′m′) = a00
∫
4pi
dΩY ∗`m(Ω)ω(Ω)Y00(Ω)Y
∗
`′m′(Ω)
=
a00√
4pi
∫
4pi
dΩY ∗`m(Ω)ω(Ω)Y
∗
`′m′(Ω)
=
a00√
4pi
[K]`
′m′
`m .
Agora var(b`m) = cov(b`m,b`m) =
a00√
4pi
[K]`m`m.
Já que
a`m = ∑`
′m′
[K−1]`
′m′
`m b`′m′ ,
podemos encontrar a variância de a`m.
Lembramos que a variância de uma soma é a soma das variâncias de cada um dos
termos e que multiplicar uma variável aleatória por uma constante aumenta a variância pelo
quadrado da constante. Portanto, é fácil concluir que:
cov(a`m,a`′m′) = ∑
`1m1
[K−1]`1m1`m ∑
`2m2
[K−1]`2m2`′m′ cov(b`1m1,b`2m2)
= ∑
`1m1
[K−1]`1m1`m ∑
`2m2
[K−1]`2m2`′m′
a00√
4pi
[K]`1m1`2m2
= ∑
`1m1
[K−1]`1m1`m
a00√
4pi
δ (`1, `′)δ (m1,m′)
=
a00√
4pi
[K−1]`
′m′
`m .
(G.18)
var(a`m) = cov(a`m,a`m) =
a00√
4pi
[K−1]`m`m (G.19)
∴ var(a`m) =
a00√
4pi
[K−1]`m`m. (G.20)
A resolução de cada um dos coeficientes a`m é dada por:
σ`m = ([K−1`max ]
`m
`ma00)
1/2. (G.21)
